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研究背景

对于物理空间中具有不连续解的方程，间断有限元(DG)方法
精度高、数值频散小且容易处理复杂边界问题 [Cockburn and
Shu, 1989]，但是由于CFL条件限制，我们的步长不能选得过大，
较小的步长极大的增加了我们的计算负担，导致DG方法的计算
速度不高。
目前有很多利用神经网络来快速求解高维偏微分方程的思
想 [Weinan and Yu, 2017] [Sirignano and Spiliopoulos, 2018]等，
这些方法有效的克服了高维问题的维数灾难。我们希望将深度学
习引入到DG方法中来，同时结合神经网络和DG的优势，从而实
现对DG的加速。
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深度神经网络简介
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深度神经网络简介

DNN简介

Deep neural network(DNN)包含一系列的层，每一层都有若干
个神经元与前层和后层神经元相连。神经元通过仿射变换和非线
性激活函数连接。该universal approximation theorem(万能近似定
理) [Cybenko, 1989]表明，DNN可以近似任何有限维空间
的Borel可测函数。
一般而言DNN输入为 z0 = (t, x) 输出为 N (t, x)。每层神经
网络之间的关系为：

z0 = (t, x) input

zl+1
k = σl

(
wl+1

k · z l + blk

)
, l = 0, 1, · · · L− 1, 1 ≤ k ≤ ml+1

N (t, x) = wL+1zL output

其中ml 是第l层的神经元个数，σ 是非线性激活函数。
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深度神经网络简介

两种不同的神经网络结构-ResNet

从经验来看，网络的深度对模型的性能至关重要，当增加网络
层数后，网络可以进行更加复杂的特征模式的提取，所以当模型
更深时理论上可以取得更好的结果(一些深度网络可表示的函数
可能需要浅层网络指数级的隐藏单元才能表示 [Montúfar et al.,
2014])。但是在实际应用中，深层网络存在着梯度消失或者爆炸
的问题，这使得深度学习模型很难训练，效果也不好。
为此 [He et al., 2016]提出了残差学习(ResNet)来解决退化问题

这种网络类似于一种短路连接，保证了深层网络的效果至少不
会比浅层网络效果差。
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深度神经网络简介

两种不同的神经网络结构-RNN

基础的神经网络只在层与层之间建立了权连接，RNN最大的不
同之处就是在层之间的神经元之间也建立的权连接。这种网络结
构可以更好的处理序列问题。目前该方法也有一些变
种(LSTM,GRU等)
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深度神经网络简介

我们尝试的网络结构

图 1: 残差网络
图 2: 循环网络
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双曲守恒律的间断有限元方法

空间离散

我们考虑如下双曲问题：

ut +∇x · f (u) = 0
u(0, x) = u0(x)

由变分法，我们可以将问题转化成

d
dt

(uh(t, x), vh(x))Ii − (f (uh(t, x)) ,∇vh(x))Ii

+f (uh(t, x)) · nvh(x)) |∂Ii = 0
(1)

其中vh为试验函数，Ii为小单元，n为边界∂Ii的外法向量。1维的
情形上式可以写成

d
dt

(uh(t, x), vh(x))Ii −
(
f (uh(t, x)) , v ′h(x)

)
Ii

+f̂i+1vh
(
x−i+1

)
− f̂ivh

(
x+i
)

= 0
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双曲守恒律的间断有限元方法

由于uh的间断性，f̂i为数值通量，这是一个定义在界面上的单
值函数，通常取决于界面两边的数值解的值。
我们选取Godunov通量：

f̂ God (u−, u+) =

{
minu−≤u≤u+ f (u), if u− < u+

maxu+≤u≤u− f (u), if u+ < u+
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双曲守恒律的间断有限元方法

时间离散

由于式(1)中含有时间导数项，我们需要离散相关的时间导数。
我们引入时间步0 = t0 < t1 < · · · < tN = T , tn+1 − tn = ∆t
于是半离散格式变成(
uh (tn+1, x)− uh (tn, x)

∆t
, vh(x)

)
Ii

− (f (uh (tn, x)) ,∇vh(x))Ii

+ (f (uh(t, x)) ,nvh(x))|∂Ii = 0
(2)

一维时我们可以写成(
uh (tn+1, x)− uh (tn, x)

∆t
, vh(x)

)
Ii

−
(
f (uh (tn, x)) , v ′h(x)

)
Ii

+ f̂i+1vh
(
x−i+1

)
− f̂ivh

(
x+i
)

= 0
(3)
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神经网络的近似方法

我们选取基函数ϕj
i为单元Ii上的j阶正交Legendre多项式(在其他

单元上该函数值为0)，则DG方法最终的解可以写成

uh(t, x) =
K∑
j=0

M∑
i=0

Cji (t)ϕj
i (x)

我们可以利用神经网络来近似系数Cji，具体而言，我们把解写
成如下形式 [Chen et al., 2021]：

uh,θ(t, x) =
K∑
j=0

M∑
i=0

N j
θ

(
t, xi+1/2

)
ϕj
i (x) (4)

这里我们一共用了K + 1个神经网络N 0
θ ,N 1

θ , · · · ,NK
θ ，每个神

经网络的输入是时间t和空间坐标x，我们希望神经网络的输
出N j

θ

(
t, xi+1/2

)
= Cji (t)
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神经网络的近似方法

一维情形推导

我们把神经网络近似的DG格式(4)代入到方程(3)中，并将试验
函数选为ϕj

i (x)，可以得到

Li ,j ,n :=
N j
θ

(
tn+1, xi+ 1

2

)
−N j

θ

(
tn, xi+ 1

2

)
∆t

· (ϕj
i , ϕ

j
i )Ii

−

(
f (uh,θ (tn, x)) ,

dϕj
i (x)

dx

)
Ii

+ f̂i+1ϕ
j
i

(
x−i+1

)
− f̂iϕ

j
i

(
x+i
)

= 0.

(5)
从而我们的DNN训练的损失函数可以设为

L(θ) =

h∆t
∑
i ,j ,n

L2i ,j ,n

1/2

(6)
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神经网络的近似方法

一维情形推导

实际操作中，由于我们一共有K + 1互不相关的神经网
络N 0

θ ,N 1
θ , · · · ,NK

θ ，从而我们可以将式(6)分成K + 1个不相关的

损失函数Lj(θ) =
(
h∆t

∑
i ,n L

2
i ,j ,n

)1/2
，这样我们的K + 1个神经

网络几乎可以同时训练，很容易实现并行操作。
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边界条件的处理

常见的边界条件有:
• Dirichlet:

u(t, x) = g(t, x) x ∈ ∂D

• Neumann:
∂u(t, x)

∂ν
= g(t, x) x ∈ ∂D

• 初值条件：
u(0, x) = u0(x)
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边界条件的处理

两种处理方法

• 最直接的想法是把边界条件直接加入到损失函数里进行训
练，直接让其收敛于0，比如Dirichlet边界条件我们可以在损
失函数中加上λ‖u − g‖2∂D一项，其中λ是惩罚因子(超参数，
可自行设置)
• 另一种思路是构造DNN网络使得其精确的满足边界条件。
例如对于初值问题 u(0, x) = u0(x), 我们可以构造表达式

uθ(t, x) = tNθ(t, x) + u0(x)
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小批量训练

我们的神经网络N j
θ训练的是所有j阶Legendre多项式前的系数，

并且相比于传统DG方法uh(t, x) =
∑K

j=0
∑M

i=0 C
j
i (t)ϕj

i (x)，当阶

数j固定的时候，Cji (t)在每个网格上是相同的值，相当于是离散
的点。
但是神经网络训练的N j

θ(t, x)实际上关于t和x都是可连续计算
的。相比于传统DG方法每个时间步都需要计算所有网格点前基
函数的系数，神经网络的方法却不需要每次遍历所有网格，我们
每次在(t, x)组成的网格点中随机抽样(如10000个点)进行训练，
这样既减少了我们每次训练的数量，又可知当空间维数变成3维
时，由于我们每次依然时随机抽样10000个点，每次训练的计算
量其实并不会增加。
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并行处理

我们每个神经网络的损失函数Lj(θ)基本不相关，所以我们可
以相对独立的同时训练每个网络，这意味着增加阶数并不会对我
们的计算速度产生很多影响。
从数学推导中我们也可以发现，DG格式中，采用n阶正交多项
式逼近和采用n + 1阶正交多项式逼近，其前n阶的系数是相同
的。换言之，若K + 1阶DG格式的解是

uh(t, x) =
K+1∑
j=0

M∑
i=0

Cji (t)ϕj
i (x)

则K阶DG格式的解就是

uh(t, x) =
K∑
j=0

M∑
i=0

Cji (t)ϕj
i (x)

这意味着本身DG格式不同阶数的Legendre多项式前的系数是
独立的，而我们的方法正是可以独立的同时近似这些系数。
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优势

总得来说，相比于传统方法，神经网络近似有如下的优势

• 如果增加空间维度，由于我们每次训练都是抽样小批量训
练，所以每次训练的计算量并不会增加(但是训练次数可能
会增加);
• 如果增加近似阶数(使用更高阶的Legendre多项式)，我们可
以采用并行处理，同时训练多个神经网络，也不会降低我们
的计算速度。

但是我们的方法也只是近近近似似似DG格式中需要计算的Cji (t)，所以
肯定达不到DG方法的精度。但是神经网络的优势在于，它可以
在很少的训练次数内达到DG方法95%的精度，但是如果需要达
到99%以上，训练的次数是需要指数式增长的。
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Burgers’ equation

我们考虑如下Burgers方程(解为间断的)：

ut +

(
u2

2

)
x

= 0

初值条件为

u(0, x) =

{
1 , x < 0
0 , x > 0

该方程有解析解：u(t, x) =

{
1 , x < t/2
0 , x > t/2
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神经网络近似

0阶数值解我们如下构造：

uθ(t, x) =

 Nθ
(
t, xi+ 1

2

)
ϕi (x) t > 0 x ∈ [xi , xi+1)

u
(
0, xi+ 1

2

)
t = 0

其中ϕi (x) =

{
1 x ∈ [xi , xi+1)

0 otherwise
按照式(5),我们训练的损失函数

为

Lθ =
∑
i ,n

Nθ
(
tn+1, xi+ 1

2

)
−Nθ

(
tn, xi+ 1

2

)
∆t

· h + f̂i+1 − f̂i

2
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1阶数值解我们如下构造：

uθ(t, x) =

 N
0
θ

(
t, xi+ 1

2

)
ϕ0
i (x) + tN 1

θ

(
t, xi+ 1

2

)
ϕ1
i (x) t > 0

u
(
0, xi+ 1

2

)
t = 0

其

中ϕ0
i (x) =

{
1 x ∈ [xi , xi+1)

0 otherwise
, ϕ1

i (x) =

{
x − xi+ 1

2
x ∈ [xi , xi+1)

0 otherwise

我们记U0
i (t) = N 0

θ

(
t, xi+ 1

2

)
,U1

i (t) = tN 1
θ

(
t, xi+ 1

2

)
则我们两个神经网络的损失函数分别为：

L0θ =
∑
i ,n

(
U0
i (tn+1)− U0

i (tn)

∆t
· h + f̂i+1 − f̂i

)2

L1θ =
∑
i ,n

(
U1
i (tn+1)− U1

i (tn)

∆t
· h

3

12
−

u2θh

2
+ f̂i+1

h

2
+ f̂i

h

2

)2
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0阶格式结果

0阶格式的结果

图 3: t = 0.25 图 4: t = 0.5
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0阶格式结果

0阶格式的结果

图 5: t = 0.75 图 6: t = 1.0
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0阶格式结果

图 7: 相对误差趋势
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1阶格式

1阶格式的数值解

图 8: t = 0.25 图 9: t = 0.5
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1阶格式

1阶格式的数值解

图 10: t = 0.75 图 11: t = 1.0
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1阶格式

去掉最大网格

图 12: 去掉h=40的网格
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1阶格式

图 13: 相对误差趋势
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下一步工作安排

1 在声波方程中尝试该方法；

2 至少做到空间2阶格式；
3 向二维、三维空间尝试
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Thanks!
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