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DG 方法的发展历史

间断有限元 (Discontinuous Galerkin: DG) 已经在很多领域得到了广泛
的应用，近些年也引起了地球物理学家的注意。

DG 方法最早是由 [Reed and Hill, 1973] 在求解中子运输方程时提出。
经众多学者的发展，目前主要有两大类 DG 方法：基于数值通量形式的
DG 方法和基于内点罚函数的 DG 方法。
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基于数值通量形式的 DG 方法 (以声波方程为例)

我们以二维声波方程为例介绍基于通量函数的 DG 方法。二维声波方程
的一般形式为:

∂2u
∂t2 = c2

(
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂z2

)
+ f (1)

其中 c 为声速，f(t) 为震源函数。
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声波方程的双曲守恒形式

引入变量 p�q, 使它们分别满足:
∂p
∂t =

∂u
∂x ,

∂q
∂t =

∂u
∂z

则方程 (1) 积分后可改写为：
∂W
∂t +∇ · F(W) = f̂, (2)

其中 W = (u, p, q)T,F(W) =

 −c2p −c2q
−u 0
0 −u

 , f̂ =

 f
0
0


仿照 Hu et al. ( 1999 ) 中的写法，将 F(W) 写成如下形式:

F(W) = (A1W,A2W)

其中:

A1 =

 0 −c2 0
−1 0 0
0 0 0

 , A2 =

 0 0 −c2
0 0 0
−1 0 0


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弱形式

设区域为 Ω, 首先将 Ω 划分为互不相交的单元 {Ωi} 。我们采用的试验
函数空间为:

Vh =
{

v ∈ L1(Ω) : v|Ωi
∈ Pk (Ωi)

}
其中 Pk (Ωi) 表示单元 Ωi 上至多 k 次多项式。
由变分法，我们将问题转化为∫

Ωi

(
v∂W
∂t − F(W) ·∇v

)
dV +

∫
∂Ωi

vF̂ (Wi,We,n)dS =

∫
Ωi

f̂v dV

(3)
其中 F̂ (Wi,We,n) 表示依赖于边界内外两侧的数值通量。
采用局部 Lax-Friedrichs 通量，

F̂
(
Wint,Wext,n

)
= ÂintWint + ÂextWext

其中 Âint = 1
2 (A1n1 + A2n2 + cI) , Âext = 1

2 (A1n1 + A2n2 − cI) ,n =

(n1,n2)
T
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数值求解

我们选取 [Cockburn and Shu, 1991] 中使用的基于一维 Legendre 多项
式 {ϕl(x), x ∈ [−1, 1], l = 0, 1, · · · }, 并通过张量积形式构造基函数:

{ϕl(x)ϕm(y) : x, y ∈ [−1, 1]; l,m,= 0, 1, · · · , k; l + m 6 k}

其中 k 是基函数空间的多项式阶数。
我们以矩形单元为例，令近似解所在空间与试验函数空间相同，对方程
(3) 中的 W 在矩形单元 Ωi 上进行基函数展开:

W|Ωi
=

dloc−1∑
l=0

Cn,m
l (t)wn,m

l

其中 Cn,m
l (t) 是向量值函数，wn,m

l 是基函数，dloc 为基函数的个数。我
们将上式带入方程 (3) 中，并且将 v 用 wn,m

l′ 代替，可得常微分方程组:
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数值求解

∂Cn,m(t)
∂t = L (Cn,m(t)) + F̄ (4)

其中 L 表示与方程 (3) 中的通量 F 和数值通量 F̂ 有关的算子，F̄ 表示
与震源有关的项。写成矩阵形式有

Q∂Cn,m

∂t +
2

h
[
N0Cn,m + N−1Cn−1,m + N+1Cn+1,m]

+
2

h
[
M0Cn,m + M−1Cn,m−1 + M+1Cn,m+1

]
= F̂

(5)

其中 Cn,m(t) =
(

Cn,m
0 ,Cn,m

1 , · · · ,Cn,m
dloc−1

)T
，各矩阵的具体表达形式参

考 [He et al., 2015]
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时间离散格式

对于上述方程, 我们用 TVD Runge-Kutta 时间离散格式进行说明，3 阶
TVD RK 时间离散格式为:

C(0) = C(n)

C(1) = C(0) +∆tL
(

C(0)
)
+∆F (tn)

C(2) =
3

4
C(0) +

1

4
C(1) +

1

4
∆tL

(
C(1)

)
+

1

4
∆tF (tn +∆t)

C(n+1) =
1

3
C(0) +

2

3
C(2) +

2

3
∆tL

(
C(2)

)
+

2

3
∆tF

(
tn +

∆t
2

)
我们选定合适的初值迭代计算即可得到原方程数值解。
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数值稳定性

为进行数值稳定性和数值频散分析，将 (5) 的解写成简谐波的形式：

Cn,m(t) = C(t) exp[i(k cos θnh + k sin θmh)]

其中 k 代表波数，θ 代表波传播方向与 x 轴的夹角。
利用 3 阶精度的 TVD 时间离散格式对方程 (5) 进行时间离散，得到:

Cn+1 =

(
I +∆tS +

1

2
∆t2S2 +

1

6
∆t3S3

)
Cn

其中

S = −Q−1[
2

h

(
N0 + N−1e−ik cos θh + N+1eik cos θh

)
+
2

h

(
M0 + M−1e−ik sin θh + M+1eik sin θh

)
]
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数值稳定性

为了保持数值算法的稳定性，必须满足 α = c∆t/h ≤ αmax, 其中 αmax
即是最大库朗数。(因为迭代矩阵 I +∆tS + 1

2∆t2S2 + 1
6∆t3S3 的特征值

应该小于 1)

例如：P1 RKDG 方法需满足 c∆t
h ≤ 0.316,P2 RKDG 方法需满足

c∆t
h ≤ 0.166 。这导致我们的步长不能够取得过大，计算速度较慢。
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双层声波模型

震源 R 位于 (2 km, 1.6 km) 处，震源函数为
f = −211.2 · (13.2t − 1) · e−8·(13.2t−1)2 . 选取 20 m × 20 m 的矩形网格单
元，选取时间步长 ∆t = 1.4 ms。

图 1: 双层声波模型示意图，星形符号表示震源位置
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双层声波模型

图 2: 双层声波模型的波场快照，T = 0.6 s
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Lamb 模型
本例中的源函数为

f(t) = (1− 2(πf0(t − t0))2)e−π2f20(t−t0)2 (6)

其中频率 f0 = 15Hz,t0 = 1/f0。模型参数如图3。

图 3: Lamb 模型基本参数设置
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Lamb 模型

我们用了 23864 个三角网格离散化模型，网格的平均边长为 30 m，时
间步长设为 ∆t = 4.6875× 10−4 s

图 4: Lamb 模型的波场快照，T = 0.6 s

常芸凡 (数学科学系) 间断有限元求解地震波动方程的研究进展 2021 年 1 月 9 日 16 / 35



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.
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特征值摄动法概述

对于给定的时间步长，在 CFL 稳定极限内，增长矩阵的特征值应该在
单位圆内分布; 否则，一些特征值会分布在单位圆之外，就会引入不稳
定现象。特征值扰动可以对不稳定的特征值进行归一化处理，从而可以
保证更新矩阵的稳定性。[Gao et al., 2018]
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特征值摄动原理

2 维波方程为
1

c2
∂2u
∂t2 =

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂z2 + s (7)

其中 u(x, z, t) 为波场，c(x, z) 为波速, s (xs, zs, t) 为点 (xs, zs) 的源函数。

则二阶有限差分格式的矩阵形式为[
Un+1

Vn+1

]
=

[
2 + c2∆t2

(
∂2

∂x2 + ∂2

∂z2
)

−I
I 0

] [
Un

Vn

]
+ c2∆t2

[
Sn

0

]
(8)

其中 Un 为时刻 n∆t的波场，Vn+1 = Un，Sn 为包含源函数信息的向量。
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特征值摄动原理

记迭代矩阵

[
2 + c2∆t2

(
∂2

∂x2 + ∂2

∂z2
)

−I
I 0

]
= A，那么稳定性条件为 A

的特征值小于等于 1.

CFL 条件可写成
c∆t
h ≤ 1√∑M

m=1 a2m−1

其中 2M 为空间离散的阶数，a2m−1 为有限差分系数。

如四阶有限差分格式 c = 4000 m/s ，空间网格为 ∆x = ∆z = h = 10 m,
那么最大时间步长为 ∆tmax = 1.530 ms.
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特征值摄动原理

然而 A 的不稳定特征值对系统的影响较小，可以通过将不稳定特征值
扰动为保证方程的稳定性。[Gao et al., 2018]

算法

1 对矩阵 A 进行特征值分解

A = UΛU−1

其中矩阵 U 为 A 的特征向量组成的矩阵, Λ 为一对角阵，其元素
λi 为 A 的特征值.

2 扰动 A 的不稳定的特征值 |λi| > 1 :

λ̂i =
λi
|λi|

得到新的对角矩阵 Λ̂ 和 Â = UΛ̂U−1，用新的矩阵进行时间步迭
代。
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计算量分析

在特征值扰动后，更新矩阵 A 不再稀疏，因此需要大量的内存和计算
工作。例如，当网格点为 121×201 时需要 2.20 GB 内存，网格点为
201×201 时需要 6.08 GB 内存。
由于 A 的阶数为 n = 2× Nx × Ny，进行特征值分解的计算量为 O(n3)，
这对于细网格或者说三维模型来说，非常不现实。[Gao et al., 2018]
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4 下一步工作安排
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空间滤波提高 FDTD 方法的 CFL 条件数

[Sarris and Costas, 2011] 中指出，当时间步长超过 finite-difference
time-domain(FDTD) 方法的已知的 Courant 稳定极限时，可以通过滤
除该步产生的不稳定的空间谐波来控制。
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1 维 FDTD 方法的 CFL 条件数

假设 1-D FDTD 格式的单元长度 ∆ 和时间步长 ∆t ，那么稳定性条件
为

sin ω∆t
2

= c∆t
∆

sin k̃∆
2

(9)

其中 c 为波速，k̃ 为波数。如果 (9) 的右边小于或等于 1，那么实数 ω
就可以从这个方程中确定，意味着有稳定解。
1-D FDTD 格式的 CFL 条件为

c∆t
∆

≤ 1 (10)

可知式 (10) 为稳定的充分条件。
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提高 1 维 FDTD 方法的 CFL 条件数

如果我们能限制 k̃ 的范围使得 0 < k̃ ≤ k̃max，那么由 (9) 我们可知稳定
条件变为

sin k̃max∆

2
c∆t
∆

≤ 1 ⇔ ∆t ≤ ∆

c sin k̃max∆
2

(11)

这意味着我们可以通过因子 CE = 1/ sin
(

k̃max∆/2
)
来提高 CFL 条件

数。因此，如果滤除了感兴趣的频谱之外的空间频率，则可以应用更大
的时间步长。
此外，被滤除的高频空间频率对 FDTD 精度的影响是很小的
[Sarris and Costas, 2011]。
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三维情形的 CE 因子

类似的我们有三维情形的稳定性条件

sin ω∆t
2

= c∆t

√√√√sin2 k̃x∆x
2

∆x2 +
sin2 k̃y∆y

2

∆y2 +
sin2 k̃z∆z

2

∆z2 (12)

其中 ˜̄k = x̂k̃x + ŷk̃y + ẑk̃z 为波矢量。对于均匀网格 ∆x = ∆y = ∆z = ∆，
如果我们可以限制波数 |k̃| ≤ k̃max，那么我们有稳定性条件

∆t ≤ ∆

c sin k̃max∆
2

√
3
= CE ×∆t3D−FDTD

max (13)

这里的 ∆t3D−FDTD
max 为满足 CFL 条件的最大步长。
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空间滤波提高 CFL 条件数

定义低通滤波

F(k̄) =
{

1, for
√

k̃2x + k̃2y + k̃2z ≤ k̃max

0, otherwise
(14)

这里的 k̃max 可以根据所需的 CE 因子确定。通过低通滤波我们可以做
到提高步长。
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算法

1 在计算出第 n 个时间步的波场后 Un(r,n∆t) 后，我们将其进行快
速傅里叶变换 (FFT) 转换到频率域 En(k,n∆t)；

2 进行滤波操作：Ên(k,n∆t) = F(k) · En(k,n∆t)。这里的 · 代表
Hadamard 积；

3 应用快速傅里叶逆变换将 Ên(k,n∆t) 转回到空间域上，得到
Ûn(r,n∆t)；

4 将 Ûn(r,n∆t) 作为第 n 个时间步的波场，并作为输入计算下一时
间步。
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空间滤波法在 DG 上的分析

1 如果 DG 方法的网格数是 N，那么 DG 方法的参数是 O(N) 的，每
步更新波场的计算量为 O(N) 的 (前面的系数比较大)，而利用之前
的算法我们更新每个时间步额外需要的计算量为 O(N log N) 的，但

是我们可以提高步长 CE = 1/ sin
(

k̃max∆/2
)
倍，提高计算效率。

2 此外我们可以只对步长比较小的网格做滤波操作，而对 CFL 条件
较为宽松的网格不进行滤波操作。

3 在 [Sarris and Costas, 2011] 一文中也说明，我们可以不用在每个
时间步都做滤波变换，可以通过减小 k̃max 来进一步降低使用低通
滤波的频率。
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1 DG 方法的基本原理及数值实验

2 特征值摄动法提高 CFL 条件数

3 空间滤波提高 CFL 条件数 (正在尝试)

4 下一步工作安排
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下一步工作安排

继续完成低通滤波的 DG 方法的程序，验证该方法是否可以提高
CFL 条件数。

在完成上述工作后考虑深度学习加速 DG 方法求解的实现。
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Thanks!
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