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研究背景

目前有很多利用神经网络来快速求解偏微分方程的思想: 如
Deep Ritz 方法 [Weinan and Yu, 2017]、Physics-informed neural
networks (PINN) [Raissi et al., 2019] 等，但是这些方法对于我们
的地震波动方程来说效果并不是很理想。
借助于 [Chen et al., 2021] 的思路，我们提出了一种新的求解

方法，将深度学习方法嫁接在我们传统的数值格式之中，从某个
角度可以理解为，这种方法打破了传统数值格式中 CFL 条件的
限制。
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PINN
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PINN

其中 MSEf =
1
Nf

∑Nf
i=1 |f(ti

f, xi
f)|2 是 PINN 主要的内存消耗和计算

量。
反向传播算法计算过程：

图 1: 计算图 图 2: 反向传播计算 ∂e
∂b 流程
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声波方程的有限差分方法

1 维声波方程

我们考虑如下形式的声波方程：

∂2u
∂t2 − c2∂

2u
∂x2 = f

初边值条件均为 0，点源

f(t, x) = −9.6f0(0.6f0t − 1) exp(−8(0.6f0t − 1)2)δ(x − x0)

其中 c = 2 表示波速，f0 = 20 表示频率，我们在下面的数值计
算中选取 t = 0 时刻作为初值，计算区域为 0 ≤ x ≤ 4km。
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声波方程的有限差分方法

LWC 方法
由泰勒展开，我们有
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声波方程的有限差分方法

LWC 方法

利用 Lax–Wendroff 格式，Dablain 发展了如下的近似格式(
∂2u
∂x2

)n

j
=

1

∆x2

[
w0un

j +
M∑

i=1

wi
(
un

j+i + un
j−i

)]
,

将上式代入 (3) 式中可得 LWC 格式。
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声波方程的有限差分方法

神经网络方法

于是 LWC 的损失函数为：

Lj,n = (Nθ)
n+1
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初边值条件的处理

初边值条件为：

u(0, x) = g(x), x ∈ Ω,

u(t, x) = h(t, x), x ∈ ∂Ω, 0 ≤ t ≤ T,
(5)

我们直接在损失函数中加入两个惩罚项：

Lui(θ) = ∥uθ(0, x)− g(x)∥2 = (

∫
Ω

(uθ(0, x)− g(x))2dx)
1
2

Lub(θ) = ∥uθ(t, x)− h(t, x)∥2 = (

∫
[0,T]×∂Ω

(uθ(t, x)− h(t, x))2dtdx)
1
2

. (6)
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初边值条件的处理

与 PINN 的区别
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Burgers’ 方程

我们考虑如下的 Burgers 方程：

ut +

(
u2
2

)
x
= 0 (7)

初值条件为：

u(0, x) =
{
1 , x < 0

0 , x > 0

我们选取 Burgers 方程，一方面可以验证间断有限元方法对于具
有间断性质问题的可行性，一方面也是验证间断有限元与深度学
习结合后是否还能具有良好的效果。
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Burgers’ 方程

方程 (7) 具有间断解析解：

u(t, x) =
{
1 , x < t/2
0 , x > t/2

我们将区间 [−1, 1] 均分成 N 份，也就是分为 N 个大小相同的单
元 I1, I2, · · · , IN
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Burgers’ 方程

数值结果

图 3: 1 阶间断有限元结果 图 4: 1 阶深度神经网络 (间
断有限元) 结果
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Burgers’ 方程

误差下降曲线

图 5: 深度学习误差下降曲线和传统方法的用时对比
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Burgers’ 方程

PINN 误差下降曲线

图 6: PINN 误差下降曲线
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Burgers’ 方程

数据对比

图 7: burgers’ 方程数据对比
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Burgers’ 方程

数据对比

图 8: burgers’ 方程数据对比
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1 维声波方程

我们考虑如下的一维声波方程

∂2u
∂t2 − c2∂

2u
∂x2 = 0 (8)

初值条件为  u(x, 0) = cos
(
−2πf0

c x
)

∂u(x, 0)
∂t = −2πf0 sin

(
−2πf0

c x
)

该方程有解析解：

u(t, x) = cos
(
2πf0t −

2πf0
c x

)
计算区域为 0 ≤ x ≤ 4km, 0 ≤ t ≤ 0.5s。
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1 维声波方程

1 阶格式结果

我们采用 LLF 通量，并用二阶 TVD 时间离散格式得到结果如下：

图 9: 传统 DG 方法 1 阶格式
结果 t = 0.5

图 10: 深度学习 DG 方法 1
阶格式结果 t = 0.5
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1 维声波方程

误差下降曲线

图 11: 深度学习误差下降曲线和传统方法的用时对比
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1 维声波方程

数据对比

图 12: 1 维声波方程方程 1 阶格式数据对比
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1 维声波方程

2 阶格式结果

我们采用 LLF 通量，并用二阶 TVD 时间离散格式得到结果如下：

图 13: 传统 DG 方法 2 阶格
式结果 t = 0.5

图 14: 深度学习 DG 方法 2
阶格式结果 t = 0.5
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1 维声波方程

误差下降曲线

图 15: 深度学习误差下降曲线和传统方法的用时对比
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1 维声波方程

数据对比

图 16: 1 维声波方程方程 1 阶格式数据对比
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1 维声波方程

数据对比

图 17: 1 维声波方程方程 1 阶格式数据对比
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点源一维声波方程

1 研究背景

2 基于深度学习的传统数值方法

3 数值算例
Burgers’ 方程
1 维声波方程
点源一维声波方程

DG 格式结果
LWC 格式结果

4 下一步工作安排

5 参考文献
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点源一维声波方程

点源一维声波方程

我们考虑如下形式的声波方程：

∂2u
∂t2 − c2 ∂

2u
∂x2 = f(t, x)

初边值条件均为 0，点源

f(t, x) = −9.6f0(0.6f0t − 1) exp(−8(0.6f0t − 1)2)δ(x − x0)

其中 c = 2 表示波速，f0 = 20 表示频率，我们在下面的数值计算中选
取 t = 0 时刻作为初值，计算区域为 0 ≤ x ≤ 4km。
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点源一维声波方程

DG 格式结果

我们采用 LLF 通量，并用二阶 TVD 时间离散格式得到结果如下：

图 18: 传统 DG 方法 1 阶格
式结果 t = 0.5

图 19: 深度学习 DG 方法 1
阶格式结果 t = 0.5
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点源一维声波方程

DG 格式结果

我们采用 LLF 通量，并用二阶 TVD 时间离散格式得到结果如下：

图 20: 传统 DG 方法 2 阶格
式结果 t = 0.5

图 21: 深度学习 DG 方法 2
阶格式结果 t = 0.5
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点源一维声波方程

误差下降曲线

图 22: 深度学习误差下降曲线和传统方法的用时对比
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点源一维声波方程

数据对比

图 23: 1 维点源声波方程方程 1 阶 DG 格式数据对比
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点源一维声波方程

数据对比

图 24: 1 维点源声波方程方程 1 阶 DG 格式数据对比
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点源一维声波方程

LWC 格式结果

我们采用 2 阶 LWC 格式，得到结果如下：

图 25: 传统 LWC 格式结果
t = 0.5

图 26: 深度学习 DG 方法 2
阶格式结果 t = 0.5
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点源一维声波方程

误差下降曲线

图 27: 深度学习误差下降曲线和传统方法的用时对比
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点源一维声波方程

数据对比

图 28: 1 维点源声波方程方程 1 阶 LWC 格式数据对比
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点源一维声波方程

数据对比

图 29: 1 维点源声波方程方程 1 阶 LWC 格式数据对比
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点源一维声波方程

数据对比

图 30: 1 维点源声波方程方程 1 阶 LWC 格式数据对比
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下一步工作安排

1 向二维、三维空间尝试
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Thanks!
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