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摘要　间断有限元方法（ＤｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ，简称ＤＧＭ）在求解地震波动方程时具有低数值频散、网格

剖分灵活等优点，因此，为适应数值模拟对模拟精度和复杂地质结构的要求，本文提出一种新的加权ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ

间断有限元（ｗｅｉｇｈｔｅｄＲｕｎｇｅＫｕｔｔａｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＧａｌｅｒｋｉｎ，简称 ＷＲＫＤＧ）方法，用于求解三维Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中

声波方程．本文不仅详细推导了其数值格式，特别地，根据常微分方程理论给出了满足数值稳定性条件的一般经验

公式，并首次对该方法的数值频散和耗散进行了深入分析，且考虑了耗散参数对结果的影响．同时，我们也对该方

法进行了精度测试，并分析了３Ｄ情形下 ＷＲＫＤＧ方法的并行加速比，结果表明３ＤＷＲＫＤＧ方法具有良好的并行

性．最后，我们给出了包含均匀模型、非规则几何模型以及非均匀 Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型在内的数值模拟算例．结果表明，

该方法不仅计算准确，能与解析解很好地吻合，且能有效模拟包含球体在内的非规则模型及非均匀 Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型

中的衰减声波波场．数值模拟实验进一步验证了 ＷＲＫＤＧ方法在求解三维Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中声波方程时的正确

性和有效性，并获得了对这种强衰减介质中波传播特征的规律性新认识．
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０　引言

基于地震波动方程的正演是计算地球物理学的

重要研究内容，它不仅能为我们提供精确的波场模

拟结果，而且也是基于波动方程的地震勘探和地震

学的重要基础（牟永光和裴正林，２００５）．在最近几

十年里，随着计算机能力的快速提升，涌现了许许多

多优 秀 的 数 值 算 法，例 如 有 限 差 分 法 （Ｆｉｎｉｔｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄ，简称 ＦＤＭ）、有限元法（Ｆｉｎｉｔｅ

ｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，简 称 ＦＥＭ）、伪 谱 法 （Ｐｓｅｕｄｏ

ｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄ，简 称 ＰＳＭ）、谱 元 法 （Ｓｐｅｃｔｒａｌ

ｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，简 称 ＳＥＭ）、间 断 有 限 元 法

（ＤｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ，简称ＤＧＭ）等．这

些算法均能满足我们对于数值算法的部分要求，它

们也有其独特的优势．对于数值求解３Ｄ波动方程

来说，这些算法都得到了广泛应用．ＦＤＭ编程简单、

计算速度快，且存储量小，是求解３Ｄ波动方程最为

常用的一种数值算法（ｅ．ｇ．，董良国等，２０００；

Ｍｏｃｚｏｅｔａｌ．，２０００，２００２；ＺｈａｎｇａｎｄＬｉｕ，２００２；

ＫｒｉｓｔｅｋａｎｄＭｏｃｚｏ，２００３；牟永光和裴正林，２００５；

Ｙａｎｇｅｔａｌ．，２００７；张金海等，２００７；Ｚｈａｎｇａｎｄ

Ｇａｏ，２００９，ＬｉｕａｎｄＳｅｎ，２００９；ＹａｎｇａｎｄＷａｎｇ，

２０１０；Ｚｈａｎｇｅｔａｌ．，２０１２；Ｉｇｅｌ，２０１７；Ｓｈｒａｇｇｅａｎｄ

Ｔａｐｌｅｙ，２０１７；Ｗａｎｇｅｔａｌ．，２０１９ａ，２０１９ｂ）．ＦＥＭ

最早由Ｆｅｎｇ（１９６５）和西方学者独立提出，它能处理

复杂区域和边界条件，在求解３Ｄ波动方程也得到

了一定的应用（Ｇａｌｉｓｅｔａｌ．，２００８；Ｍｏｃｚｏｅｔａｌ．，

２０１１；Ｉｇｅｌ，２０１７），但是由于其计算量大且并行性

差，作为单一方法用于求解波传播问题已不多见，它

常与有限差分方法结合形成的混合方法（ｅ．ｇ．，Ｍａ

ｅｔａｌ．，２００４；Ｇａｌｉｓｅｔａｌ．，２００８）．ＰＳＭ利用快速傅

里叶变换（ＦａｓｔＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ，简称ＦＦＴ）来处

理全部波场中的空间导数，精度很高，且数值频散

小，在求 解波 动方程领域 也得 到了 广 泛 应 用

（Ｆｕｒｕｍｕｒａｅｔａｌ．，１９９８；Ｉｇｅｌ，１９９９；Ｋｌｉｎｅｔａｌ．，

２０１０；Ｃａｒｃｉｏｎｅｅｔａｌ．，２０１８），但是３Ｄ情形的ＰＳＭ

需要利用全局数据进行 ＦＦＴ，因此并行性较差

（Ｐｅｌｚ，１９９１）．ＳＥＭ 是计算地球物理领域近十年来

发展最为迅速的数值算法，它具有ＦＥＭ 的基本特

征，在单元内部的基函数基于特定积分节点———

ＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏＬｅｇｅｎｄｒｅ（ＧＬＬ）点，因 此 在 使 用

ＧＬＬ积分准则的情况下质量矩阵是对角阵，ＳＥＭ

的这种处理不仅使得方法的精度提高，而且并行性

好，在３Ｄ石油勘探领域及大尺度模拟方面都有很

好的表现（ｅ．ｇ．，ＫｏｍａｔｉｔｓｃｈａｎｄＶｉｌｏｔｔｅ，１９９８；

ＫｏｍａｔｉｔｓｃｈａｎｄＴｒｏｍｐ，１９９９；Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈｅｔａｌ．，

１９９９；Ｔｒｏｍｐｅｔａｌ．，２００８；Ｌｉｕｅｔａｌ．，２０１７）．

ＤＧＭ也是近十年来迅速发展起来的一种数值

算法，它最早是由Ｒｅｅｄ和 Ｈｉｌｌ（１９７３）在求解中子

输运方程时提出，其后，经过 ＣｏｃｋｂｕｒｎａｎｄＳｈｕ

（１９８９，２００１），Ｒｉｖｉèｒｅ和 Ｗｈｅｅｌｅｒ（２００３）等人的不

断发展，以基于数值通量的龙格库塔间断有限元方

法（ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ，

简称ＲＫＤＧＭ）及基于内部罚函数的间断有限元方

法（ＩｎｔｅｒｉｏｒｐｅｎａｌｔｙｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ，

７７８
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简称ＩＰＤＧＭ）为代表的一系列ＤＧＭ 方法被提出，

在计算流体力学、计算热力学、计算电磁学、计算地

球物理等领域得到了广泛应用（ｅ．ｇ．，Ｌｉ，２００６；

ＨｅｓｔｈａｖｅｎａｎｄＷａｒｂｕｒｔｏｎ，２００８；Ｒｉｖｉèｒｅ，２００８；

张铁，２０１５；孟雄等，２０１５）．间断有限元方法是传

统有限元方法的一种推广，它最主要的特征是未知

量以及基函数是在每个网格单元上独立定义的，在

其它网格单元上取值为０，这种定义使得它具有许

多良好的性质．相对于ＦＤＭ，它的网格剖分灵活使

得它可以处理任意复杂边界；相对于ＦＥＭ，它可以

使用任意阶基函数从而可以达到任意阶精度，避免

了ＦＥＭ在高阶格式上构造的困难，且具有良好的

并行性；相对于ＳＥＭ，它可以采用更灵活的网格剖

分———非相 容 （ｎｏｎｃｏｎｆｏｒｍｉｎｇ）网 格．特 别 地，

ＤＧＭ允许变量在单元之间存在间断，因而特别适

合模拟强地面运动问题，它不仅能适应非平面断层

及速度反差较大的介质，而且能有效避免滑移率时

间序列中存在的虚假高频振荡的影响（ＤｅＬａ

Ｐｕｅｎｔｅｅｔａｌ．，２００９；Ｐｅｌｔｉｅｓｅｔａｌ．，２０１２）．另外，

ＤＧＭ引入的数值频散较小，且可以采用非均匀网

格，因而特别适用于大尺度非均匀介质中的波场模

拟．ＤＧＭ的质量和刚度矩阵可以提前计算并存储，

因此在实际计算过程中不需要计算质量矩阵和刚度

矩阵，这种无积分（ｑｕａｄｒａｔｕｒｅｆｒｅｅ）的技巧使得计

算量大为减少（ＡｔｋｉｎｓａｎｄＳｈｕ，１９９８）．然而，尽管

ＤＧＭ可以采用无积分技巧，但是其计算量和存储

量相对于 ＦＥＭ 及 ＳＥＭ 还是大很多，这是由于

ＤＧＭ引入了较多的自由度从而导致存储量增大，

而且相比于ＦＥＭ 及ＳＥＭ 来说，ＤＧＭ 需要更小的

时间步长才能保持格式稳定（ｄｅＢａｓａｂｅｅｔａｌ．，

２００８），进一步导致了计算量的增大．

ＤＧＭｓ在计算地球物理领域得到了广泛应用．

其中应用最为广泛的是由 ＫｓｅｒａｎｄＤｕｍｂｓｅｒ

（２００６）提出的任意阶导数的时间推进步间断有限元

方法（ａｒｂｉｔｒａｒｙｈｉｇｈｏｒｄｅｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｔｉｍｅｓｔｅｐｐｉｎｇ

ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ，简称 ＡＤＥＲＤＧＭ），

这种方法基于迎风数值通量，采用具有任意阶精度

的ＬａｘＷｅｎｄｒｏｆｆ时间推进方式，从而使得时间精度

和空间精度均能达到任意阶精度．ＡＤＥＲＤＧＭ 及

其衍生方法已被成功用于数值求解３Ｄ弹性、粘弹

性、孔隙介质、流固耦合等模型的波传播问题及地震

断层破裂数值模拟中（ＤｕｍｂｓｅｒａｎｄＫｓｅｒ，２００６；

Ｄｕｍｂｓｅｒｅｔａｌ．，２００７；ＫｓｅｒａｎｄＤｕｍｂｓｅｒ，２００８；

ＤｅＬａＰｕｅｎｔｅｅｔａｌ．，２００７，２００８）．此外，也涌现了

许多基于其它形式的３ＤＤＧＭｓ用于求解非均匀介

质、粘弹性介质、声波弹性波界面等复杂介质的波

传播模拟及偏移成像问题（Ｗｉｌｃｏｘｅｔａｌ．，２０１０；

Ｌｈｉｖａａｒａａｎｄ Ｈｕｔｔｕｎｅｎ，２０１０；Ｅｔｉｅｎｎｅｅｔａｌ．，

２０１０；Ｐｅｌｔｉｅｓｅｔａｌ．，２０１２；Ｍｉｎｉｓｉｎｉｅｔａｌ．，２０１３；

Ｍｕｅｔａｌ．，２０１３ａ，２０１３ｂ；Ｍｕｌｄｅｒｅｔａｌ．，２０１４；

Ｆｅｒｒｏｎｉｅｔａｌ．，２０１７；Ｙｅｅｔａｌ．，２０１６；Ｌａｍｂｒｅｃｈｔ

ｅｔａｌ．，２０１７；Ｇｅｅｖｅｒｓｅｔａｌ．，２０１８）．由于基于通量

函数的ＤＧＭ主要针对于求解双曲方程，因此在求

解地震波方程领域使用更为广泛，本研究也主要基

于数值通量形式的 ＤＧＭ．另外，本文中提到的

ＤＧＭ方法均指不带限制器的ＤＧＭ，因为地震波动

方程大部分是线性方程，Ｃｏｃｋｂｕｒｎ和Ｓｈｕ（２００１）指

出当双曲系统为线性系统时，可以不加限制器，但

是，如果考虑的是非线性方程或者解存在间断时，必

须使用限制器或者特殊的数值通量才能保证数值格

式的精度（Ｃｈａｂｏｔｅｔａｌ．，２０１８），这已超出本文的研究

范围，在此也不作讨论．

在国内研究方面，汪文帅等（２０１３）、廉西猛等

（２０１３）、薛昭等（２０１４）、贺茜君等（２０１４）最早将

ＤＧＭ 应用到求解波动方程，随后 Ｈｅ等（２０１５）、

Ｙａｎｇ等（２０１６）、Ｍｅｎｇ等（２０１８）、张金波等（２０１８）、

Ｈｅ等（２０１９ａ，２０１９ｂ，２０２０）、Ｚｈａｎｇ等（２０１９）等将

其应用到２Ｄ各种复杂情形的模拟和分析中．对于

３Ｄ情形，Ｈｅ等（２０２０）已经开始着手研究和分析工

作，他们将一种加权的ＤＧＭ推广至３Ｄ各向异性介

质中弹性波的传播，采用了 ＭＰＩ并行策略，但是使

用的是３Ｄ规则的六面体单元．本研究针对３Ｄ非结

构网格，发展了求解３ＤＤ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中的并行

ＷＲＫＤＧ方法．Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质是一种粘弹性介

质，它直接对运动方程加入粘性项来刻画粘性，因而

具有简洁的表达式．Ｌｉ等（２０１５）、Ｃａｉ等（２０１７）、

Ｌｈｉｖａａｒａ和 Ｈｕｔｔｕｎｅｎ（２０１０）等人对这种介质进行

了数值模拟研究，本文的研究也是基于此．另外，我

们对并行算法的设计及编程也给出了较为详细的分

析．特别地，我们根据常微分方程理论推导了３ＤＤ′

Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中满足数值稳定性条件的一般经验

公式．同时，由于针对基于数值通量的ＤＧＭ，目前

还没有相关的数值稳定性和数值频散、耗散的分析

结果，因此本文首次对该方法的数值频散和耗散进

行了详细的研究，且考虑了耗散参数对结果的影响．

最后，我们给出了包含均匀模型、非规则几何模型以

及非均匀 Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型在内的数值模拟算例以说

明方法的有效性．

８７８
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１　ＷＲＫＤＧ方法

１．１　空间离散

我们考虑３ＤＤ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中声波方程（牛滨

华和孙春岩，２００７；ＬｈｉｖａａｒａａｎｄＨｕｔｔｕｎｅｎ，２０１０）：


２狌

狋
２ ＋狉

狌

狋
＝犮

２（
２狌

狓
２＋

２狌

狔
２＋

２狌

狕
２
）＋犳（狋），（１）

其中狌是位移场，犮是声波速度，犳（狋）是源项，狉＞０

是Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中引入的耗散参数．参数狉与

频率ω有如下关系式（牛滨华和孙春岩，２００７）：

１

犙２
＝２（１＋ 狉（ ）ω槡

２

－１），
其中，犙为Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质纵波的品质因子．当狉／

ω≤１时，我们有狉≈ω犙
－１．设３Ｄ求解区域为Ω．我

们将区域Ω划分为不重叠的子区域｛Ω犻｝．由于本文

主要研究非结构网格，因此主要采取四面体网格剖

分．需要指出的是，为方便起见，本文仅考虑相容网

格的情况，也就是不允许有“悬点”的存在．

ＤＧＭ基于Ｇａｌｅｒｋｉｎ近似，所以我们首先需选取

试验函数空间．我们使用的试验函数空间是多项式空

间犞ｈ＝｛狏∈犔
１（Ω）：狏 Ω犻∈犘

κ（Ω犻）｝，其中犘
κ（Ω犻）表

示区域Ω犻上次数不超过κ次的多项式．从定义中可

以看出，测试函数狏在Ω犻以外的区域上不定义或者

令其为０，因此，它不必在整个区域上连续，可以在

子区域 Ω｛ ｝犻 之间有间断，这也是间断有限元与传

统有限元最大的区别．

为了将方程（１）改写成一阶双曲系统的形式，我

们引入三个变量狆、狇和狊，且狆、狇、狊满足条件狆ｔ＝

狌狓，狇ｔ＝狌狔，狊ｔ＝狌狕，其中狌狓、狌狔 和狌狕分别表示位移

狌对空间变量狓、狔和狕的偏导数．则方程（１）经过一

次时间积分后，可改写成如下形式：

狆狋＝狌狓，

狇狋＝狌狔，

狊狋＝狌狕，

狌狋＋狉狌＝犮
２（狆狓＋狇狔＋狊狕）＋珟犳（狋

烅

烄

烆 ），

（２）

即：

狌

狆

狇

烄

烆

烌

烎狊 狋

＋

狉狌 ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

＋

Δ

·

－犮
２
狆 －犮

２
狇 －犮

２狊

－狌 ０ ０

０ －狌 ０

０ ０ －

烄

烆

烌

烎狌

＝

珟犳（狋）烄

烆

烌

烎

０

０

０

， （３）

其中

Δ

＝ （狓，狔，狕）．如果我们引入如下记号：

狌＝ （狌，狆，狇，狊）
Ｔ，　犅＝

狉 ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

犉（狌）＝

－犮
２
狆 －犮

２
狇 －犮

２狊

－狌 ０ ０

０ －狌 ０

０ ０ －

烄

烆

烌

烎狌

，　犳＝

珟犳（狋）烄

烆

烌

烎

０

０

０

，

（４）

则可以将３ＤＤ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中声波方程化成适

于用ＤＧＭ求解的如下形式：

狌

狋
＋犅狌＋

Δ

·犉（狌）＝犳， （５）

其中犉（狌）表示通量，犅表示耗散项，当犅＝０时表

示无耗散，方程（５）退化为普通的声波方程．需要指

出的是，本文发展的方法也适用于一阶速度应力方

程．在（５）式两边同乘以试验函数狏，并在子区域Ω犻

上积分，利用格林公式，我们得到

　Ω犻

狏
狌

狋
＋狏犅狌－犉（狌）·

Δ

［ ］狏ｄ犞

　　　＋Ω犻

狏犉（狌）·狀ｄ犛＝Ω犻

狏犳ｄ犞， （６）

其中Ω犻表示区域Ω犻的边界，狀＝（狀１，狀２，狀３）
Ｔ表示

边界Ω犻处的单位外法向量．由于狌在Ω犻 处有可

能间断，所以（６）式中的犉（狌）·狀没有定义，我们将

犉（狌）·狀替换为数值通量：犉（狌）·狀 Ω犻＝犉^（狌
ｉｎｔ，狌ｅｘｔ，

狀），其中狌ｉｎｔ表示狌在区域Ω犻内部逼近Ω犻处的值，

狌ｅｘｔ表示狌在区域Ω犻外部逼近Ω犻处的值．这里我们

采用一种常用通量，即ＬｏｃａｌＬａｘＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓ（ＬＬＦ）通量

（ＣｏｃｋｂｕｒｎａｎｄＳｈｕ，１９８９，２００１），其表达式为

犉^（狌ｉｎｔ，狌ｅｘｔ，狀）＝
１

２
（犉（狌ｉｎｔ）＋犉（狌

ｅｘｔ））·狀

－
犆Ω犻
２
（狌ｅｘｔ－狌

ｉｎｔ）， （７）

其中犆Ω犻 取

狌
犉（狌ｉｎｔ）·狀和

狌
犉（狌ｅｘｔ）·狀的绝对值

最大的特征值，通常情况下可取相邻两个单元的最

大速度．将数值通量（７）代入方程（６），我们得到

ＤＧＭ方法的弱形式：

　　Ω犻

狏
狌

狋
＋狏犅狌－犉（狌）·

Δ

［ ］狏ｄ犞

　　　＋Ω犻

狏犉^（狌ｉｎｔ，狌ｅｘｔ，狀ｄ犛＝Ω犻

狏犳ｄ犞． （８）

在上式中，由于我们考虑的是线性问题，不妨将通量

犉（狌）写成犉（狌）＝ （犃１狌，犃２狌，犃３狌）的形式（Ｄｕｍｂｓｅｒ

９７８
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ａｎｄＫｓｅｒ，２００６），其中

犃１ ＝

０ －犮
２ ０ ０

－１ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

犃２ ＝

０ ０ －犮
２ ０

０ ０ ０ ０

－１ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

犃３ ＝

０ ０ ０ －犮
２

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

－

烄

烆

烌

烎１ ０ ０ ０

．

（９）

由此我们可将数值通量 犉^（狌ｉｎｔ，狌ｅｘｔ，狀）写成下列

形式：

犉^（狌ｉｎｔ，狌ｅｘｔ，狀）＝犃^
ｉｎｔ狌ｉｎｔ＋犃^

ｅｘｔ狌ｅｘｔ， （１０）

其中，

犃^ｉｎｔ＝
１

２
（犃１狀１＋犃２狀２＋犃３狀３＋犆Ω犻犐），

犃^ｅｘｔ＝
１

２
（犃１狀１＋犃２狀２＋犃３狀－犆Ω犻犐）．

（１２）

犐表示单位矩阵．令狌具有如下的基函数展开形式：

狌 Ω犻
（狓，狋）＝∑

犖－１

犾＝０

犆
犻

犾
（狋）狑

犻

犾
（狓）， （１２）

其中狑
犻

犾
（狓）表示Ω犻内的基函数，犆

犻

犾
（狋）表示Ω犻内的

未知系数向量，犖 表示基函数的个数．一般来说，基

函数有两大类（ｄｅＢａｓａｂｅｅｔａｌ．，２００８），其中一类

是ｍｏｄａｌ型，另一类是ｎｏｄａｌ型．ｍｏｄａｌ型的基函数

只要求基函数能生成测试函数空间，不需要在网格

节点上定义；ｎｏｄａｌ型基函数一般采用在一些特定节

点上（一般是Ｇａｕｓｓ型积分节点）定义的Ｌａｇｒａｎｇｅ基

函数．一般说来，只要数值积分的精度能得到保证，

选什么类型的基函数并不影响数值结果，尤其是本

文采用的是无积分（ｑｕａｄｒａｔｕｒｅｆｒｅｅ）的ＤＧＭ（Ａｔｋｉｎｓ

ａｎｄＳｈｕ，１９９８），只需要提前计算好参考单元上的所

有质量矩阵和刚度矩阵，在计算过程中不需要再计

算质量矩阵等其他矩阵，所以只需要保证参考单元

上的积分是正确的即可．例如，我们可以采用３Ｄ情

形下的参考单元内有序完备（ｏｒｄｅｒｃｏｍｐｌｅｔｅ）的多

项式｛狓α狔β狕狘０≤α＋β＋ ≤κ｝（Ｒｉｖｉèｒｅ，２００８）作

为基函数，该种基函数比较简单，此时犖 ＝ （κ＋１）

（κ＋２）（κ＋３）／６．例如，当κ＝１，即空间精度为２

阶时，犖 的值是４，我们称该方法为２阶 ＤＧＭ；当

κ＝２，即空间精度为３阶时，犖 的值是１０，我们称

该方法为３阶ＤＧＭ．当然我们也可以选择正交的基

函数，可参考ＤｅＬａＰｕｅｎｔｅ（２００８）中的附录部分．

将（１２）和（１０）式代入（８）式中，我们可以得到如

下半离散化的方程：

∑
犖

犾＝１

犆
犻

犾
（狋）

狋Ω犻

狑
犻

犾狑
犻

犾′ｄ犞＋∑
犖

犾＝１

犅犆
犻

犾
（狋）Ω犻

狑
犻

犾狑
犻

犾′ｄ犞－∑
犖

犾＝１

犃１犆
犻

犾
（狋）Ω犻

狑
犻

犾

狑
犻

犾′

狓
ｄ犞－∑

犖

犾＝１

犃２犆
犻

犾
（狋）Ω犻

狑
犻

犾

狑
犻

犾′

狔
ｄ犞

－∑
犖

犾＝１

犃３犆
犻

犾
（狋）Ω犻

狑
犻

犾

狑
犻

犾′

狕
ｄ犞＋∑

犖

犾＝１
∑
４

犼＝１

犃^犻狀狋犆
犻

犾
（狋）Ω犻∩Ω犼

狑
犻

犾狑
犻

犾′ｄ犛＋∑
犖

犾＝１
∑
４

犼＝１

犃
＾
ｅｘｔ犆

犻

犾
（狋）Ω犻∩Ω犼

狑犼犾狑
犻

犾′ｄ犛＝Ω犻

犳狑
犻

犾′ｄ犞

犾′＝１，…，犖． （１３）

　　本研究中采用的是无积分（ｑｕａｄｒａｔｕｒｅｆｒｅｅ）的

ＤＧＭ（ＡｔｋｉｎｓａｎｄＳｈｕ，１９９８），因此只需提前计算

好参考单元上的所有质量矩阵和刚度矩阵．我们选

取如图１中所示的参考单元（ＤｕｍｂｓｅｒａｎｄＫｓｅｒ，

２００６），且假设参考单元内的坐标轴三分量为：ξ，η
和ζ．对于任意四面体单元，均将之通过坐标变换到

如图１所示的参考单元，图１ａ中的顶点与图１ｂ中

的顶点严格对应，具体的变换过程可参考附录Ａ．我

们仿照Ｄｕｍｂｓｅｒ和 Ｋｓｅｒ（２００６）的流程计算所有

的体质量矩阵和刚度矩阵，以及面与面之间关联的

质量矩阵．具体的过程可参考附录Ａ．

１．２　时间离散

经过上述空间离散之后，我们得到半离散化的

图１　一般四面体单元变换到参考单元示意图（Ｄｕｍｂｓｅｒ

ａｎｄＫｓｅｒ，２００６），其中参考单元内１、２、３和４这四个顶点

的坐标分别是（０，０，０）、（１，０，０）、（０，１，０）和（０，０，１）

Ｆｉｇ．１　Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｆｒｏｍｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎｔｏｔｈｅ

ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎ（ＤｕｍｂｓｅｒａｎｄＫｓｅｒ，２００６）ｗｉｔｈｆｏｕｒ

ｖｅｒｔｉｃｅｓ（０，０，０），（１，０，０），（０，１，０），ａｎｄ（０，０，１）

０８８
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方程（１３）．方程（１３）是关于未知量犆
犻

犾
（狋）的常微分

方程，为了表述上的方便，我们令犆表示所有单元上

的未知量构成的向量，则方程（１３）可以简写成下述

形式：

犆

狋
＝犔（犆）＋珚犉， （１４）

其中犔是方程（１３）中与空间离散有关的线性算子，

珚犉是和震源相关的项．关于求解方程（１４）有许多时

间离散格式，在此我们选取一种加权的 Ｒｕｎｇｅ

Ｋｕｔｔａ格式（Ｈｅｅｔａｌ．，２０１５；张金波等，２０１８）对方

程（１４）进行时间推进，其格式为

犓
（狀）
＝η犓

（狀）

２ ＋（１－η）犓
（狀）

１
，

珚犓
（狀）
＝η
珚犓
（狀）

２ ＋（１－η）珚犓
（狀）

１
，

犆
（狀＋１）

＝犆
（狀）
＋
Δ狋
２
（犓

（狀）
＋珚犓

（狀）

烅

烄

烆
），

（１５）

其中η∈［０，１］是加权系数．在下文中若无特殊说

明，我们均取η＝０．５进行计算．犓
（狀）

１
和犓

（狀）

２
可以用

如下公式计算：

犓
（狀）

０ ＝犔（犆
（狀）），

犓
（狀）

１ ＝狉Δ狋犔（犓
（狀）

０
）＋犔（犆

（狀）），

犓
（狀）

２ ＝狉Δ狋犔（犓
（狀）

１
）＋犔（犆

（狀）

烅

烄

烆 ），

（１６）

其中狉＝ （３－槡３）／６．得到犓
（狀）的近似值之后，令

犜
（狀）
＝犆

（狀）
＋（１－２狉）Δ狋犓

（狀），按如下公式求得珚犓
（狀）

１

和珚犓
（狀）

２
：

犓
（狀）

０ ＝犔（犜
（狀）），

犓
（狀）

１ ＝狉Δ狋犔（犓
（狀）

０
）＋犔（犜

（狀）），

犓
（狀）

２ ＝狉Δ狋犔（犓
（狀）

１
）＋犔（犜

（狀）

烅

烄

烆 ），

（１７）

将如上所得的犓
（狀）

１
、犓

（狀）

２
、珚犓

（狀）

１
和珚犓

（狀）

２
代入方程（１５）

中，形成完整的时间推进格式．相比于传统的

ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ时间离散格式，加权的 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ

格式能提高最大库朗数，从而使得计算的时间步长

增大，迭代步数减小．

２　ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ分析

３Ｄ情形下的数值稳定性、数值频散和耗散主要

基于ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ分析．为此，假设一个简谐波传

播经过３Ｄ区域，并假定此区域是均匀、无界区域，

且方程右端为无源项．我们主要考察四面体网格剖

分，在如图２ａ中所示的规则六面体剖分的基础上

（Ｍｕｌｄｅｒｅｔａｌ．，２０１４；Ｆｅｒｒｏｎｉｅｔａｌ．，２０１７；Ｈｅｅｔ

ａｌ．，２０２０），在一个立方体单元内有６个四面体单

元，如图２ｂ所示，其中每个四面体及其面的顺序参

图２　ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ分析中用到的网格构型．在（ａ）中所

示 的规则六面体剖分的基础上，每个六面体中有图（ｂ）中

所示六个四面体网格（Ｍｕｌｄｅｒｅｔａｌ．，２０１４）

Ｆｉｇ．２　ＧｒｉｄｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｕｓｅｄｉｎＶｏｎＮｅｕｍａｎｎａｎａｌｙｓｉｓ．

Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅ（ａ）ｒｅｇｕｌａｒｈｅｘａｈｅｄｒａｌｄｉｖｉｓｉｏｎ，ｅａｃｈｈｅｘａｈｅｄｒｏｎ

ｈａｓ（ｂ）ｓｉｘｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎｓ（Ｍｕｌｄｅｒｅｔａｌ．，２０１４）

考 Ｍｕｌｄｅｒ等（２０１４）编号．我们假设如下平面简谐

波在所考虑的区域内传播：

犆狀
，犿，犾（狋）＝犆（狋）ｅｘｐ［ｉ（犽ｓｉｎθｃｏｓφ狀犺＋犽ｓｉｎθｓｉｎφ犿犺

＋犽ｃｏｓθ犾犺－ｉω狋）］， （１８）

其中犽是波数，ω是频率，犺是立方体的边长，θ和φ决

定了平面波的传播方向，θ∈［０，π］表示波传播方向

与狕轴的夹角，而φ∈［０，２π］则表示波传播方向在狓狔

平面内的投影与狓轴的夹角．将（１８）式代入数值格式

中，即可用于分析数值稳定性和数值频散及耗散．

２．１　数值稳定性分析

为了保持数值算法的稳定性，我们引入库朗数

条件，也称ＣｏｕｒａｎｔＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓＬｅｗｙ（简称ＣＦＬ）条

件：α＝犮Δ狋／犺≤αｍａｘ，其中α是库朗数，αｍａｘ即是最

大库朗数（也称ＣＦＬ条件数）．不妨令Λ表示代入简

谐波（１８）之后的数值格式增长矩阵的特征值，则Λ与

波数犽、库朗数α、传播方向θ和φ有关．要使得数值格

式稳定，必须满足 Λ ≤１对所有的犽犺∈［０，２π］、

θ∈［０，π］和φ∈［０，２π］都成立．这在数学上可以用

下面一个优化问题来表示：

ｍａｘα

ｓ．ｔ．Λ（犽犺，α，θ，φ）≤１ｆｏｒ犽犺∈［０，２π］，

θ∈［０，π］ａｎｄφ∈［０，２π］，

α≥０． （１９）

１８８
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上述求α的最大值问题是一个非线性优化问题，通

常情况下不容易求出αｍａｘ 的解析表达式．一般我们

通过数值遍历算法来求其近似解，使α从０开始以

小步长增长，直至 Λ（犽犺，α，θ，φ）＞１则跳出循环，

获得αｍａｘ的值．

在本文中，我们仅考虑基函数为１、２次多项式

的情形，对应空间精度分别为２、３阶．首先，我们考

虑不带耗散的情形，即在方程（１）中狉＝０的情形．

通过数值求解上述非线性优化问题，我们得到当

η＝０．５时的 ＷＲＫＤＧ方法的最大库朗数αｍａｘ：对于

犘１ 阶 ＷＲＫＤＧ方法，犮Δ狋／犺≤αｍａｘ ≈０．２４４；对于

犘２ 阶 ＷＲＫＤＧ方法，犮Δ狋／犺≤αｍａｘ≈０．１４４．

以上分析给出的最大库朗数αｍａｘ中所采用的网

格步长犺是图２ａ中立方体边长，若是采用图２ｂ中

四面体内切球体直径犱，则此时的时间步长所需满

足的条件是

Δ狋≤αｍａｘ
犺
犮
≈
αｍａｘ
０．３５９７

犱
犮
， （２０）

其中因子０．３５９７是对应图２中，当立方体边长为犺时，

此时最小的四面体内切球体直径约为犱≈０．３５９７犺．

对于带耗散情形，即方程（１）中狉＞０的情形，也

可以根据（１９）式中同样的流程进行分析，求出３Ｄ

Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中的库朗数条件．然而此时由于加

入了耗散参数狉，我们希望能得到一个包含狉的显

式的αｍａｘ的表达式．为此，在已知声波方程库朗数条

件的基础上，我们进行如下分析．

我们首先注意到，经过空间离散之后形成的半

离散系统（１３）可以分解为两部分，一部分是无耗散

的双曲型系统，另一部分则与耗散有关．因此，相应

地，我们可以将常微分方程组（１４）分成两部分，忽略

震源项后，写成如下形式（ＣａｒｃｉｏｎｅａｎｄＱｕｉｒｏｇａ

Ｇｏｏｄｅ，１９９５）：

犆

狋
＝犔（犆）＝犔１（犆）＋犔２（犆）， （２１）

其中，算子犔１ 对应无耗散情形的声波传播，算子犔２

对应系统中的耗散项，实际上，犔２ 只与耗散参数狉

有关．我们将算子犔、犔１ 和犔２ 对应的谱半径分别记

作λ、λ１ 和λ２．则由（２１），我们可得λ≤λ１＋λ２．对于

双曲型系统：

犆

狋
＝犔１（犆）， （２２）

我们在上文中已给出关于Δ狋≤αｍａｘ犺／犮的结果．利

用求解常微分方程的数值分析理论（李庆杨等，２００８），我

们知道对于加权的ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ时间离散格式（１５），当

η＝０．５时，要使得格式稳定，必须满足如下条件：

Δ狋≤
６．２５

λ１
， （２３）

从而可得

λ１ ≤
６．２５

Δ狋
≈
６．２５犮

αｍａｘ犺
． （２４）

对于带耗散的系统：

犆

狋
＝犔２（犆）， （２５）

由于算子犔２ 只与矩阵耗散参数狉有关，所以算符的

谱半径等于狉，即

λ２ ≈狉． （２６）

由于λ≤λ１＋λ２，所以由方程（２４）及（２６）可得

λ≤
６．２５犮

αｍａｘ犺
＋狉． （２７）

因此，我们得到利用 ＷＲＫＤＧ方法求解３ＤＤ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ

介质中的数值稳定性条件的经验公式：

Δ狋≤
６．２５

λ
≤

６．２５

６．２５犮

αｍａｘ犺
＋狉
　 或者

犮Δ狋
犺
≤

６．２５犮
６．２５犮

αｍａｘ
＋犺狉

＝∶（αｍａｘ）′Ｄ′Ａｌｅ．

（２８）

方程（２８）中给出的时间步长限制是保持计算稳定的充

分条件，但不是必要条件．我们在表１列出了当波速

犮＝１ｋｍ·ｓ－１，随犺狉变化时，犘１ 阶和犘２ 阶 ＷＲＫＤＧ

方法的真实最大库朗数 （αｍａｘ）Ｄ′Ａｌｅ 与从经验公式

（２８）获得的值 （αｍａｘ）′Ｄ′Ａｌｅ进行对比，从表中可以看出

两者之间相差不大．因此，在实际应用中，（２８）式是

一个合理的估计．若是采用四面体内切球体直径犱，

则（２８）式可写为

Δ狋≤
６．２５

６．２５犮

αｍａｘ

０．３５９７

犱
＋狉
　 或者

犮Δ狋
犱
≤０．３５９７

６．２５犮
６．２５犮

αｍａｘ
＋

犱
０．３５９７

狉
．

（２９）

表１　３犇犇′犃犾犲犿犫犲狉狋介质中犘
１ 阶和犘２ 阶 犠犚犓犇犌方法

的真实最大库朗数 （αｍａｘ）Ｄ′Ａｌｅ与从经验公式（２８）获得的

值 （αｍａｘ）′Ｄ′Ａｌｅ的对比

犜犪犫犾犲１　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狊狅犳狋犺犲犪犮狋狌犪犾犿犪狓犻犿狌犿犆狅狌狉犪狀狋狀狌犿犫犲狉狊

（αｍａｘ）Ｄ′Ａｌｅ犪狀犱狋犺犲狏犪犾狌犲狊（αｍａｘ）′Ｄ′Ａｌｅ犵犻狏犲狀犫狔犲犿狆犻狉犻犮犪犾犳狅狉犿狌犾犪

（２８）犳狅狉３犇犘１犪狀犱犘２ 犠犚犓犇犌犿犲狋犺狅犱狊犻狀犇′犃犾犲犿犫犲狉狋犿犲犱犻犪

犘１ 犘２

犺狉 （αｍａｘ）犇′犃犾犲 （αｍａｘ）′Ｄ′Ａｌｅ 犺狉 （αｍａｘ）Ｄ′Ａｌｅ （αｍａｘ）′Ｄ′Ａｌｅ

１００ ０．０４９ ０．０４９ １００ ０．０４３ ０．０４３

５０ ０．０８２ ０．０８２ ５０ ０．０６７ ０．０６６

１０ ０．１７５ ０．１７５ １０ ０．１２０ ０．１１７

５ ０．２０５ ０．２０４ ５ ０．１３３ ０．１２９

２８８
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　　另外，从方程（２８）我们可以看出，随着耗散参数

狉的增大，时间步长减小；尤其当狉的值很大时，此

时系统（２１）是一个刚性（ｓｔｉｆｆ）系统，一般的时间推

进方法将导致极小的时间步长，因而不再适用，此时

应寻找特殊的时间推进方法．

２．２　数值频散、耗散分析

在本节中，我们将讨论求解Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质

中声波方程的３ＤＷＲＫＤＧ方法的数值频散和数值

耗散情况．对于方程（１８）中的简谐波表达式，当代入

数值格式中，如果我们假定波数犽是实数，则一般说

来角频率ω是复数，不妨假设ω＝ωｒ－ｉωｉ，其中实

部ωｒ表示ω中与频散有关的量，非负的虚部ωｉ表

示ω中与耗散有关的量．数值波速可由犮ｎｕｍ ＝ωｒ／犽

估计．我们引入采样率δ＝犽犺／（２π），并将数值频散

犚定义为数值速度与真实物理速度之比，则犚的表

达式为

犚＝
犮ｎｕｍ
犮
＝
ωｒ
犽犮
＝
ωｒΔ狋

α犽犺
＝
ωｒΔ狋

２παδ
， （３０）

其中α＝犮Δ狋／犺是库朗数．我们将振幅在一个时间

步内的衰减记作犛＝ｅ
－ωｉΔ狋，犛可以反映Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ

介质中的衰减情况．

图３给出了用 ＷＲＫＤＧ方法计算的数值频散

情况．我们设置参数犮＝２ｋｍ·ｓ－１，犺＝０．０５ｋｍ，α＝

犮Δ狋／犺＝０．１．在３Ｄ情形，数值频散犚的大小与传播

方向θ和φ有关，在图３中，我们仅给出了θ＝π／２、

φ＝０，π／１２，π／４情况下，ＷＲＫＤＧ方法的数值频散

随采样率δ的变化图．注意此时由于犺固定，δ的大

小与波数成正比．图３中（ａ—ｂ）、（ｃ—ｄ）分别表示

犘１ 阶、犘２ 阶 ＷＲＫＤＧ方法，（ａ）、（ｃ）表示无耗散狉＝０

的情形，而（ｂ）、（ｄ）表示耗散参数狉＝１０的情形．从

图３中我们可以明显观察到数值频散的各向异性特

征．引起数值频散各向异性的因素较多，数值算法本

身、算法精度、网格剖分方式、网格步长大小等都会

影响数值频散各向异性的产生及幅度．例如，在进行

数值频散分析时，引入了方位角θ和φ，当空间网格

分布存在不对称性时，会导致数值频散出现各向异

性特征．其次，不同算法精度产生的数值频散各向异

性也不相同．一般来说，减小网格的各向异性、提高

算法精度、减小网格步长可以有效降低数值频散的

各向异性．

图３　在θ＝π／２时，犘１ 阶和犘２ 阶 ＷＲＫＤＧ方法取φ＝０，π／１２，π／４时数值频散犚随采样率δ的变化情况．

（ａ—ｂ）犘１ 阶 ＷＲＫＤＧ方法，（ｃ—ｄ）犘２ 阶 ＷＲＫＤＧ方法，（ａ）、（ｃ）对应耗散参数狉＝０，而（ｂ）、（ｄ）对应耗散参数狉＝１０

Ｆｉｇ．３　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ犚ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｓａｍｐｌｉｎｇｒａｔｅδｆｏｒ犘
１ａｎｄ犘２ ＷＲＫＤＧｍｅｔｈｏｄｓｗｈｅｎθ＝π／２ａｎｄφ＝０，π／

１２，π／４．（ａ—ｂ）ａｒｅｆｏｒ犘１ ＷＲＫＤＧｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｉｌｅ（ｃ—ｄ）ａｒｅｆｏｒ犘２ ＷＲＫＤＧｍｅｔｈｏｄ．Ｐａｎｅｌｓ（ａ）ａｎｄ（ｃ）ｓｈｏｗｔｈｅｃａｓｅｓ

ｆｏｒ狉＝０；ｐａｎｅｌｓ（ｂ）ａｎｄ（ｄ）ｓｈｏｗｔｈｅｃａｓｅｓｆｏｒ狉＝１０

３８８
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　　另外，我们从图３ｂ与３ｄ中发现，在δ较小时

Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质存在比较大的频散，随着δ的增

加，犚的值接近１，也就是说，随着δ的增加，频散变

小．对比狉＝０与狉＝１０这两种情形，我们可以得出下

述结论：在δ（波数）较小时，Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中存在

主要由耗散参数狉引起的频散；随着δ（波数）的增

加，耗散参数引起的频散变小，而数值算法引起的数

值频散占主导．

图４显示了振幅在一个时间步Δ狋内的耗散犛＝

ｅ－ωｉΔ狋随采样率的变化图．图中参数的选取和上文中

数值频散分析中相同．当狉＝０时（图４ａ与图４ｃ），犛

表示声波介质中的衰减情况，此时犛完全由数值离

散方法引起，而当狉＝１０时（图４ｂ与图４ｄ），犛的大

小由数值离散方法引起的数值耗散与Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ

介质中的耗散参数狉共同决定．图４也体现了数值

耗散的各向异性特征．在图４中，对比耗散因子狉＝

０与狉＝１０这两种情形，我们可以观察到狉＝１０时

的耗散曲线有一个整体的下降，其值约为０．９８７６，

约等于Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中理论耗散因子ｅ－狉Δ狋
／２，

体现了Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质的衰减特性．

３　并行计算

３．１　网格准备

结构网格（六面体）和非结构网格（四面体）均可用

于实际计算，一般说来，结构网格精度较高，但是对于

复杂几何模型来说，生成结构网格会花费较大代价；非

结构网格计算精度不如结构网格，但是其网格生成较

简单．本研究中选取非结构网格———四面体网格．网格

剖分可以使用开源软件或商业软件．当模型比较简单

或网格量比较小的时候选择开源软件，当模型比较复

杂或者问题规模较大时，优先选择商业软件．我们使用

开源软件或者商业软件生成了四面体网格，获得了所

有网格节点的信息以及单元连接关系矩阵，为了计

算的便利性，我们还需要计算面与面之间的关联矩

阵、面与单元之间的关联矩阵、每个面中第一个顶点

对应的于相邻面中的局部编号矩阵．这些矩阵的计算

过程可参考Ｈｅｓｔｈａｖｅｎ和 Ｗａｒｂｕｒｔｏｎ（２００８）的研究．

图４　在θ＝π／２时，犘１ 阶和犘２ 阶 ＷＲＫＤＧ方法取φ＝０，π／１２，π／４时数值耗散犛随采样率δ的变化情况．（ａ—ｂ）犘
１

阶 ＷＲＫＤＧ方法，（ｃ—ｄ）犘２ 阶 ＷＲＫＤＧ方法，（ａ）、（ｃ）对应耗散参数狉＝０，而（ｂ）、（ｄ）对应耗散参数狉＝１０

Ｆｉｇ．４　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ犛ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｓａｍｐｌｉｎｇｒａｔｅδｆｏｒ犘
１ａｎｄ犘２ ＷＲＫＤＧｍｅｔｈｏｄｓｗｈｅｎθ＝π／２ａｎｄφ＝０，

π／１２，π／４．（ａ—ｂ）ａｒｅｆｏｒ犘１ ＷＲＫＤＧｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｉｌｅ（ｃ—ｄ）ａｒｅｆｏｒ犘２ ＷＲＫＤＧｍｅｔｈｏｄ．Ｐａｎｅｌｓ（ａ）ａｎｄ（ｃ）ｓｈｏｗｔｈｅ

ｃａｓｅｓｆｏｒ狉＝０；ｐａｎｅｌｓ（ｂ）ａｎｄ（ｄ）ｓｈｏｗｔｈｅｃａｓｅｓｆｏｒ狉＝１０

４８８
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３．２　网格分划

由于３Ｄ情形计算量和存储量均较大，所以要

进行并行处理．在并行之前，我们需要对整体的３Ｄ

网格进行分划，将其分给不同的进程．我们使用开源

网格 分 划 程 序 包 Ｍｅｔｉｓ（Ｋａｒｙｐｉｓａｎｄ Ｋｕｍａｒ，

１９９８）．在使用时只需要输入单元数、顶点数、单元连

接矩阵、进程数等数据，即可用一行命令对网格进行

快速分划．例如，图５显示了 Ｍｅｔｉｓ分划的结果，图

５ａ代表将３Ｄ区域［０，２］×［０，２］×［０，２］离散成

６０００个四面体网格，用 Ｍｅｔｉｓ划分给５个不同的进

程，图５ｂ给出了运行结果，图５ｂ中不同颜色代表分

给不同进程．

３．３　并行流程

在本研究中，我们使用 ＭｅｓｓａｇｅＰａｓｓｉｎｇＩｎｔｅｒｆａｃｅ

（ＭＰＩ）编程策略对程序进行并行化处理，整个流程

可参考图６．在程序开始阶段，由于我们采用无积分

图５　（ａ）６０００个四面体网格；（ｂ）利用 Ｍｅｔｉｓ将（ａ）中所有网格分给５个进程

Ｆｉｇ．５　（ａ）６０００ｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎｓ；（ｂ）Ｍｅｔｉｓｄｉｖｉｄｅｓａｌｌｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎｓｉｎ（ａ）ｉｎｔｏ５ｐｒｏｃｅｓｓｏｒｓ

图６　并行算法流程图

Ｆｉｇ．６　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ

５８８
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（ｑｕａｄｒａｔｕｒｅｆｒｅｅ）的ＤＧＭ，因此可将方程（１３）中所

需的参考单元内的质量、刚度矩阵以及四面体面积

分矩阵提前计算出来，然后导入到程序中．同时，我

们也将生成的网格文件导入，并利用 Ｍｅｔｉｓ进行网

格划分，同时需要计算出网格单元连接矩阵，以备后

用．在用 Ｍｅｔｉｓ进行网格划分完毕后，对于每一个进

程我们需要记录三类网格及其信息．以图７来进行

说明，第一类网格是每个进程的内网格，例如，以第

一个进程为例，图７中蓝色区域内的网格即是第一

个进程的内网格；第二类网格是该进程的辅助网格，

这类网格属于其他进程的内网格，位于进程１所有

网格的边界处，如图７ａ中的绿色网格部分（图７ｂ是

图７ａ的一个更清晰的展示），作用是接收来自于其

他进程更新后的变量信息；第三类网格是属于该进

程内，但是作为其他进程的辅助网格，这类网格在消

息传递时需要由本进程传递给其他进程使用，如图

７ｃ中红色网格显示．

开始阶段结束后，如流程图６中的说明，我们将

变量赋初值，然后进入时间迭代．在每个时间迭代步

中，首先更新每个进程内网格（即第一类网格）的变

量信息．这一步结束后，我们需要进行两步消息传

递：将所在进程内属于其他进程的辅助网格（即第三

类网格）上的犆狀＋１发送给相应进程，并接收来自其

他进程的犆狀＋１并存放于辅助网格（即第二类网格）中．

这样我们就完成了一步完整的时间迭代．时间迭代结

束后，输出数据结果，并利用画图软件等进行画图．

图７　（ａ）所考虑进程的辅助网格示意图，即图中绿色网格部分，这类网格属于其他进程的内网格，位于该进程

所有网格的边界处；（ｂ）图ａ的侧面图；（ｃ）属于该进程内、作为其他进程的辅助网格，即图中红色网格部分

Ｆｉｇ．７　（ａ）Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｕｘｉｌｉａｒｙｇｒｉｄｓｏｆｔｈｉｓｐｒｏｃｅｓｓｏｒ（ｔｈｅｇｒｅｅｎｐａｒｔｉｎｔｈｅｆｉｇｕｒｅ）．Ｔｈｉｓｔｙｐｅｏｆｇｒｉｄｓ

ｂｅｌｏｎｇｓｔｏｔｈｅｉｎｔｅｒｎａｌｇｒｉｄｓｏｆｏｔｈｅｒｐｒｏｃｅｓｓｏｒｓ，ａｎｄｉｓｌｏｃａｔｅｄａｔｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｏｆｔｈｉｓｐｒｏｃｅｓｓ；（ｂ）ｔｈｅｓｉｄｅｖｉｅｗ

ｏｆｆｉｇｕｒｅａ；（ｃ）ｔｈｅａｕｘｉｌｉａｒｙｇｒｉｄｓｏｆｏｔｈｅｒｐｒｏｃｅｓｓｏｒｓｗｈｉｃｈｂｅｌｏｎｇｓｔｏｔｈｉｓｐｒｏｃｅｓｓｏｒ（ｔｈｅｒｅｄｐａｒｔｉｎｔｈｅｆｉｇｕｒｅ）

４　精度测试及并行效率分析

我们考虑一个带有解析解的模型来验证该方法

的正确性和收敛性．对于无源的方程（１），考虑如下

解析解（Ｃａｉｅｔａｌ．，２０１７）

狌（狋，狓，狔，狕）＝ｅ
－狉狋／２ｃｏｓ（犓１狓＋犓２狔＋犓３狕－犠狋），

（３１）

其中犠 ＝ 犮２（犓２１＋犓
２
２＋犓

２
３）－狉

２／槡 ４．相应地，对

于系统（２），我们有如下解析解：

狌（狋，狓，狔，狕）＝ｅ
－狉狋／２ｃｏｓ（犓１狓＋犓２狔＋犓３狕－犠狋），

狆（狋，狓，狔，狕）＝

－犓１
－２犪ｅ

－狉狋／２ｓｉｎ（犓１狓＋犓２狔＋犓３狕－犠狋）＋４犠狌

狉２＋４犠
２

，

狇（狋，狓，狔，狕）＝

－犓２
－２犪ｅ

－狉狋／２ｓｉｎ（犓１狓＋犓２狔＋犓３狕－犠狋）＋４犠狌

狉２＋４犠
２

，

狊（狋，狓，狔，狕）＝

－犓３
－２犪ｅ

－狉狋／２ｓｉｎ（犓１狓＋犓２狔＋犓３狕－犠狋）＋４犠狌

狉２＋４犠
２ ．

（３２）

在本例中，选取计算区域为０≤狓，狔，狕≤２ｋｍ，速度

犮＝２ｋｍ·ｓ－１，犓１＝犓２＝犓３＝π，，以狋＝０ｓ时刻的

值作为初始条件，采用周期边界条件．由于我们主要

考察空间离散的误差和收敛精度，因此我们设置时

间步长为０．１ｍｓ，此时，由时间离散引起的误差可

以忽略，数值误差主要来自于空间离散．我们采用如

图２所示的网格剖分及四面体单元，图中每个小立

方体的边长为犺，且每个立方体含有６个四面体单

元．我们令犖表示在狓，狔及狕三个方向划分的立方体

个数，则四面体总数目为６犖３．定义犔２与犔１误差为

犈犔犽 ＝‖狌－狌犲狓‖犔犽 ＝（∫Ω
狌－狌犲狓

犽ｄΩ）
１
犽

，犽＝１，２，

（３３）
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其中狌犲狓 是方程（３１）给出的精确解．我们令犖＝４，

８，１０，１６，２０，在表２中列出了犜＝０．１ｓ时刻在耗散

参数狉＝１以及狉＝１０两种情形下的数值误差和相

应的收敛阶．从表２可以看出，数值误差随着空间步

长的减小而减小，说明 ＷＲＫＤＧ方法是收敛的．由

于我们使用了二次基函数，因此得到了预期的三阶

空间精度．同时，从表２中可以看出，随着耗散参数

狉的增大，误差也随之减小，体现了Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介

质的衰减特性．

表２　３犇犇′犃犾犲犿犫犲狉狋介质中犘
２ 阶 犠犚犓犇犌的

误差及收敛阶

犜犪犫犾犲２　犆狅狀狏犲狉犵犲狀犮犲狉犪狋犲狊狅犳狌犳狅狉狋犺犲犪犮狅狌狊狋犻犮狑犪狏犲

犻狀３犇犇′犃犾犲犿犫犲狉狋犿犲犱犻狌犿

犺（ｋｍ） 犔２ｅｒｒｏｒ ｏｒｄｅｒ 犔１ｅｒｒｏｒ ｏｒｄｅｒ

狉＝１

５．００×１０－１１．４３０×１０－２ － ２．９７８×１０－２ －

２．５０×１０－１１．７２８×１０－３ ３．０４９ ３．７７０×１０－３ ２．９８２

２．００×１０－１８．１２７×１０－４ ３．３８１ １．７１４×１０－３ ３．５３３

１．２５×１０－１１．９２５×１０－４ ３．０６４ ４．０８５×１０－４ ３．０５１

１．００×１０－１１．００９×１０－４ ２．８９３ ２．１３７×１０－４ ２．９０４

狉＝１０

５．００×１０－１９．２４９×１０－３ － ２．０９１×１０－２ －

２．５０×１０－１１．０６３×１０－３ ３．１２１ ２．３８６×１０－３ ３．１３２

２．００×１０－１５．２００×１０－４ ３．２０５ １．１３３×１０－３ ３．３３８

１．２５×１０－１１．２２１×１０－４ ３．０８２ ２．６７５×１０－４ ３．０７１

１．００×１０－１６．３４５×１０－５ ２．９３４ １．３８８×１０－４ ２．９４１

　　接下来，为了考察３Ｄ ＷＲＫＤＧ算法的并行效

率，我们将上述精度测试中犖＝２０的数值模拟程序

进行并行化处理，此时计算区域被离散成４８０００个

四面体，利用 Ｍｅｔｉｓ将网格分别分划给２、４、８、１６、

３２、６４个进程，记录运行的ＣＰＵ时间数．假设每个

处理器的计算性能相同，在此条件下，并行程序的加

速比（ｓｐｅｅｄｕｐ）可定义为：犛Ｐ＝犜Ｓ／犜Ｐ，其中犜Ｓ是

串行程序运行的时间，犜Ｐ 是并行程序在犘 个进程

下运行的时间，犛Ｐ 在通常情况下总是小于犘，因为

在并行程序设计时往往会引入一些通信时间及其他

管理花费．图８给出了３Ｄ ＷＲＫＤＧ方法的并行程

序加速比及理想情形下的加速比，从图中可以看出，

当进程数比较小的时候，加速比接近理论情形，但是

随着进程数越增大，实际加速比越偏离理论情形，这

是由于进程数增加引起进程与进程之间的通信时间

开销大大增大，同时进程与进程之间等待的时间开

销也增大，从而降低了并行效率．本文所使用的计算

平台是国家超级计算天津中心的天河ＴＨ１Ａ高性

能机群系统，每个节点上有１２个主频为２．９３ＧＨｚ

图８　３ＤＷＲＫＤＧ算法的并行加速比（图中线型“ｏ”

表示）．其中横轴表示进程数，纵轴表示并行加速比．图

中线型“”表示理想情形下的并行加速比

Ｆｉｇ．８　Ｐａｒａｌｌｅｌｓｐｅｅｄｕｐｓｏｆｔｈｅ３Ｄ ＷＲＫＤＧａｌｇｏｒｉｔｈｍ

（ｓｅｅｔｈｅｌｉｎｅｔｙｐｅ“ｏ”）．Ｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌａｘｉｓｉｓｔｈｅ

ｎｕｍｂｅｒｏｆｐｒｏｃｅｓｓｏｒｓ，ａｎｄｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌａｘｉｓｉｓｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌ

ｓｐｅｅｄｕｐｓ．Ｔｈｅｌｉｎｅｔｙｐｅ“”ｉｎｔｈｅｆｉｇｕｒｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅ

ｐａｒａｌｌｅｌｓｐｅｅｄｕｐｉｎｔｈｅｉｄｅａｌｃａｓｅ

的核，每个节点内存为２４ＧＢ．

５　波场模拟

在本节中，我们通过几个数值例子来说明本文

所给出的 ＷＲＫＤＧ方法在求解３ＤＤ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介

质中声波传播问题的有效性．考虑到更高阶格式的

库朗数条件更为严格，且存储量和计算量也越大，因

此，如果没有特殊说明，在本节中我们仅使用空间精

度为３阶的犘２ 阶 ＷＲＫＤＧ方法进行波场模拟．

５．１　均匀介质模型

在这个例子中，我们考查Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中

声波在３Ｄ均匀介质中的传播．选取计算区域为０≤

狓，狔，狕≤２ｋｍ 的立方体区域，我们将其离散为

３０７２０００个四面体，每个四面体边长平均约为２５ｍ．声

波速度犮＝３ｋｍ·ｓ－１，时间步长取Δ狋≈１．２９ｍｓ．震

源函数是：

犳（狋）＝－９．６犳０（０．６犳０狋－１）ｅｘｐ［－８（０．６犳０狋－１）
２］．

（３４）

其中犳０＝４５Ｈｚ，主频约为２０Ｈｚ．震源位于（０．９８１２５１，

１．００６２５，１．００６２５）ｋｍ处，在坐标（１．３５，１．３５，１．３５）ｋｍ

处设置一个接收点用于记录波形信息．我们首先考

查无耗散情形，即狉＝０．图９给出了犜＝０．５ｓ时刻接

收点接收到的归一化的波形记录，图中红色实线是

用ＣａｇｎｉｄａｒｄｄｅＨｏｏｐ方法（ＡｋｉａｎｄＲｉｃｈａｒｄｓ，２００２）

计算得到的解析解，而蓝色虚线及黑色实线分别表

７８８
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示利用犘２ 及犘１ 方法得到的数值解．从图中可以看

出，犘１ 方法出现少许数值频散，而犘２ 方法与解析解

吻合较好，这说明了提高算法精度有助于降低数

值频散．图１０给出了犘２ 方法的波场快照图，此时

波已经传至边界．波场快照图中无明显可见数值

频散．

下面考虑Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中耗散参数狉＝２、

４、８和１６时的波传播情形．图１１给出了此时接收

点处的波形记录图，从图中可以看出，随着耗散参数

图９　在耗散参数狉＝０的３Ｄ均匀介质模型中，犜＝

０．５ｓ时刻接收点处的归一化的波形记录图，图中红色

实线代表解析解，蓝色虚线及黑色实线分别表示利用

犘２ 及犘１ 方法得到的数值解

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｗａｖｅｆｏｒｍｓａｔｔｉｍｅ

犜＝０．５ｓｆｏｒｔｈｅ３Ｄｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｏｄｅｌｗｉｔｈｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ狉＝０，ｉｎｗｈｉｃｈｔｈｅｒｅｄｓｏｌｉｄｌｉｎｅｉｎｔｈｅｆｉｇｕｒｅ

ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ，ａｎｄｔｈｅｂｌｕｅｄｏｔｔｅｄ

ｌｉｎｅａｎｄｂｌａｃｋｓｏｌｉｄｌｉｎｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｃｏｍｐｕｔｅｄｂｙｔｈｅ犘
２ａｎｄ犘１ ｍｅｔｈｏｄｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

图１０　在耗散参数狉＝０的３Ｄ均匀介质模型中，使用

犘２ 方法计算得到的犜＝０．５ｓ时刻的波场快照图

Ｆｉｇ．１０　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｔｈｅａｃｏｕｓｔｉｃｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｃｏｍｐｕｔｅｄ

ｂｙｔｈｅ犘
２ｍｅｔｈｏｄａｔｔｉｍｅ犜＝０．５ｓｆｏｒｔｈｅ３Ｄｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ

ｍｏｄｅｌｗｉｔｈｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒ狉＝０

狉的增大，振幅明显变小，这证明了Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介

质中的强衰减效应．为了定量地研究这种衰减效应，

我们记录了狉＝０、２、４、８和１６情形下波形记录中波

谷处的振幅值，然后相应地除以狉＝０时波谷振幅，

得到振幅的衰减系数．表３列出了此时观测到的波

谷处的振幅及衰减系数．此外，我们也给出了理论的

衰减系数以供比较，理论衰减系数由ｅ－狉犜
／２计算（具

体见第３．２节耗散分析），其中犜 是声波从震源传

播到接收器所需的传播时间，容易算出本例中犜＝

犔
犮
＝
０． 槡３５ ３
３

ｓ≈０．２０２１ｓ．从表３可以看出，此时

图１１　在均匀介质模型中，不同耗散参数狉＝０、２、４、８

和１６对应的接收器处的声波波形记录

Ｆｉｇ．１１　Ｗａｖｅｆｏｒｍｒｅｃｏｒｄｓａｔｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ狉＝０，２，４，８ ａｎｄ １６ｆｏｒｔｈｅ

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｍｏｄｅｌ

观测到的衰减系数与理论衰减系数符合得很好．

表３　３犇犇′犃犾犲犿犫犲狉狋介质中波形记录的波谷处的

振幅和衰减系数

犜犪犫犾犲３　犜犺犲犪犿狆犾犻狋狌犱犲狊犪狀犱犪狋狋犲狀狌犪狋犻狅狀狉犪狋犻狅狊犪狋狋犺犲狋狉狅狌犵犺

犪狋狋犺犲狉犲犮犲犻狏犲狉犳狅狉狋犺犲犪犮狅狌狊狋犻犮狑犪狏犲犻狀犇′犃犾犲犿犫犲狉狋犿犲犱犻狌犿

狉Ａｍｐｌｉｔｕｄｅａｔｔｒｏｕｇｈ
Ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎｒａｔｉｏ

ａｔｔｒｏｕｇｈ

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ

ｒａｔｉｏｅ－狉犜／２

０ －２．６４７×１０－３ － －

２ －２．１５９×１０－３ ０．８１６ ０．８１７

４ －１．７５９×１０－３ ０．６６４ ０．６６８

８ －１．１７２×１０－３ ０．４４３ ０．４４６

１６ －５．２３４×１０－４ ０．１９８ ０．１９９

５．２　非规则几何模型

在这个例子中，我们主要利用３Ｄ ＷＲＫＤＧ方

法模拟波在非规则几何模型中的传播，模型如图１２

所示，在计算区域为０≤狓，狔，狕≤２ｋｍ的立方体中，

有一个球状区域，球中心坐标（１，１，０．５）ｋｍ，半径

０．２ｋｍ．球内介质波速１．５ｋｍ·ｓ－１，球外介质波速

３ｋｍ·ｓ－１．我们采用２１７９５２９个四面体的非均匀网

格离散，其中球外的四面体最大边长不超过０．０５ｋｍ，

８８８
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在球面上四面体最大边长不超过０．０２ｋｍ．图１３ａ

给出了球体部分四面体网格的３Ｄ显示，图１３ｂ给

出了清晰的２Ｄ剖面狔＝０处的网格剖分示意图，从

图中可以看出，四面体网格可以贴合内边界———球

面生成，且在包裹球体的一个立方体内的网格密度

大，而在远离此立方体的地方网格密度小．时间步长

取Δ狋≈０．５２ｍｓ．震源函数与方程（３４）中相同，其中

犳０＝６０Ｈｚ，主频约为２５Ｈｚ．图１４给出了在犜＝０．３ｓ

时刻下的波场快照图，图１４ａ对应于无耗散情形，而图

１４ｂ对应于耗散参数狉＝４．从图中可以看出，图１４ｂ较

图１４ａ暗一些，证明了Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中的衰减效应．

５．３　犕犪狉犿狅狌狊犻模型

在这个例子中，我们选取 Ｍａｒｍｏｕｓｉ速度模型

（ＶｅｒｓｔｅｅｇａｎｄＧｒａｕ，１９９１）以测试 ＷＲＫＤＧ方法

在非均匀复杂介质情况下的计算效果．为了简化３Ｄ

模型，我们采取２ＤＭａｒｍｏｕｓｉ模型在狕方向进行平移

得到３Ｄ模型，模型尺寸是９．２１６×２．９２８×２．９２８ｋｍ，

其速度结构如图１５所示．Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型有很强的

非均匀性，其速度变化范围是１．５～５．５ｋｍ·ｓ
－１．

本实验采用２２５００００个四面体，四面体平均边长为

２４ｍ，震源函数如方程（３４）所示，其中犳０＝３０Ｈｚ，

主频约为１３Ｈｚ，震源位于（４．５７７，０．０１５，１．４４９）ｋｍ

处．模拟中时间步长取Δ狋≈１．６９ｍｓ，Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质

中耗散参数狉＝２．图１６给出了犜＝１．０ｓ时刻的波

场快照，从图中可以看出并无明显可见的数值频散．

这说明３ＤＷＲＫＤＧ方法可以有效模拟复杂非均匀

Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中的声波波场．

图１２　非规则几何模型示意图，在计算区域０≤狓，狔，狕≤２

中，有一个球状区域，球中心坐标（１，１，０．５）ｋｍ，半径０．２ｋｍ

Ｆｉｇ．１２　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｒｒｅｇｕｌａｒｇｅｏｍｅｔｒｉｃｍｏｄｅｌ．Ｉｎ

ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｄｏｍａｉｎ０≤狓，狔，狕≤２ｋｍ，ｔｈｅｒｅｉｓａ

ｓｐｈｅｒｉｃａｌａｒｅａｗｉｔｈｓｐｈｅｒｉｃａｌｃｅｎｔｅｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ（１，１，０．５）ｋｍ

ａｎｄａｒａｄｉｕｓｏｆ０．２ｋｍ

图１３　（ａ）球体部分四面体网格的３Ｄ示意图；（ｂ）二维剖面狔＝０处的网格剖分示意图

Ｆｉｇ．１３　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆ（ａ）ｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎｓｉｎｔｈｅｂａｌｌａｎｄ（ｂ）ｔｈｅｇｒｉｄｄｉｖｉｓｉｏｎａｔｔｈｅｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ狔＝０

图１４　犜＝０．３ｓ时刻的波场快照图，其中（ａ）对应于无耗散情形狉＝０，而（ｂ）对应于耗散参数狉＝４

Ｆｉｇ．１４　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｔｈｅｓｅｉｓｍｉｃｗａｖｅｓａｔ犜＝０．３ｓｗｉｔｈｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ（ａ）狉＝０ａｎｄ（ｂ）狉＝４

９８８
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图１５　３ＤＭａｒｍｏｕｓｉ模型

Ｆｉｇ．１５　３ＤＭａｒｍｏｕｓｉｍｏｄｅｌ

图１６　对于３ＤＭａｒｍｏｕｓｉ模型，犜＝１．０ｓ时刻的

波场快照图，其中耗散参数狉＝２

Ｆｉｇ．１６　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓａｔ犜＝１．０ｓｆｏｒｔｈｅ３ＤＭａｒｍｏｕｓｉ

ｍｏｄｅｌｗｉｔｈｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒ狉＝２

６　结论

本文将加权ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ间断有限元（ＷＲＫＤＧ）

方法应用于求解３ＤＤ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中的声波方

程，空间离散采用了基于数值通量的间断有限元公

式，时间离散基于对角隐式ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法，我们

通过两步迭代过程将其转化为显式方法，并在时间

离散化过程中引入加权因子，最终获得了求解３Ｄ

Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中声波方程的 ＷＲＫＤＧ新方法．

进一步，我们详细研究了该方法的数值稳定性条件，

给出了四面体情形下的最大库朗数．由于Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ

介质中耗散参数的引入，我们也推导了一种带有耗散

参数的数值稳定性条件经验公式．数值试验表明，该

经验公式是一种正确的估计．此外，我们也深入研究

了 ＷＲＫＤＧ方法在四面体情形下的数值频散及数

值耗散，研究表明Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中的数值频散

和耗散由耗散参数狉及数值算法共同决定，存在一

个理论耗散因子ｅ－狉Δ狋
／２．同时，我们也观察到数值频

散和数值耗散具有明显的各向异性特征，这主要是

由于所用网格的各向异性特征导致的．

我们通过数值模拟实验证明了 ＷＲＫＤＧ方法

的收敛性，给出了３Ｄ并行 ＷＲＫＤＧ算法基于 ＭＰＩ

并行策略下的加速比曲线，从中可以看出 ＷＲＫＤＧ

算法具有良好的并行性能．为了进一步验证３Ｄ

ＷＲＫＤＧ方法的正确性和有效性，我们模拟了声波

在Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质中均匀、非均匀介质及非规则

几何模型中的传播，且针对均匀介质给出了理论耗

散因子与观测衰减因子，二者较为吻合．这些结果均

表明３ＤＷＲＫＤＧ方法能够正确且有效地模拟衰减

介质中的声波传播，能充分体现Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ介质

中波的衰减特征．

最后需要指出的是，尽管３Ｄ ＷＲＫＤＧ方法应

用了并行策略能够有效节省计算时间，但是其计算

量和存储量相对于其它数值方法还是很大，因此，今

后我们应重点考虑如何从多种途径联合提高其计算

效率，以真正实现复杂介质中大规模地震模拟、逆时

偏移和基于波动方程反演成像的快速计算和实际应

用，这些都是值得我们继续深入研究的方向．

附录犃　方程（１３）所需矩阵的具体表达式

根据方程（１３），我们需要计算如下四面体上的体积

分矩阵：

｛犕１｝犾犿 ＝Ω犻

狑
犻

犾狑
犻

犿ｄ狓ｄ狔ｄ狕，

｛犕２｝犾犿 ＝Ω犻

狑
犻

犾

狑
犻

犿

狓
ｄ狓ｄ狔ｄ狕，

｛犕３｝犾犿 ＝Ω犻

狑
犻

犾

狑
犻

犿

狔
ｄ狓ｄ狔ｄ狕，

｛犕４｝犾犿 ＝Ω犻

狑
犻

犾

狑
犻

犿

狕
ｄ狓ｄ狔ｄ狕， （Ａ１）

其中，角标犾和犿 表示矩阵的犾行犿 列元素，上角

标犻表示所考虑的单元为Ω犻．在计算之前，我们首先

将一般的四面体单元Ω犻 变换到如图１所示的参考

单元犈内．如图１所示，假设原单元四个顶点１、２、３

及４的坐标分别为 （狓１，狔１，狕１）、（狓２，狔２，狕２）、（狓３，

狔３，狕３）和（狓４，狔４，狕４），变换到参考单元犈内的四个

顶点坐标分别是（０，０，０）、（１，０，０）、（０，１，０）和（０，０，

１）．原坐标三分量是狓，狔和狕，且假设参考单元内的

坐标轴三分量为：ξ，η和ζ，则任意四面体均将通过

如下坐标变换成如图１所示的参考单元：

狓－狓１

狔－狔１

狕－狕

烄

烆

烌

烎１

＝

狓２－狓１ 狓３－狓１ 狓４－狓１

狔２－狔１ 狔３－狔１ 狔４－狔１

狕２－狕１ 狕３－狕１ 狕４－狕

烄

烆

烌

烎１

ξ烄

烆

烌

烎

η

ζ

＝犑

ξ烄

烆

烌

烎

η

ζ

． （Ａ２）

０９８
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易知：ｄ狓ｄ狔ｄ狕＝ 犑 ｄξｄηｄζ，其中 犑 是四面体Ω犻

的体积，且容易得到如下偏导数的值（Ｄｕｍｂｓｅｒａｎｄ

Ｋｓｅｒ，２００６）：

　


狓


狔




烄

烆

烌

烎狕

＝

ξ
狓

η
狓

ζ
狓

ξ
狔

η
狔

ζ
狔

ξ
狕

η
狕

ζ


烄

烆

烌

烎狕


ξ


η




烄

烆

烌

烎ζ

＝犑
－１


ξ


η




烄

烆

烌

烎ζ

．（Ａ３）

在（Ａ２）所示的坐标变换下，要计算方程（Ａ１）中的

矩阵，只需要在参考单元中计算如下矩阵即可：

｛犕′１｝犾犿 ＝犈
狑犾狑犿ｄξｄηｄζ，

｛犕′２｝犾犿 ＝犈
狑犾
狑犿

ξ
ｄξｄηｄζ，

｛犕′３｝犾犿 ＝犈
狑犾
狑犿

η
ｄξｄηｄζ，

｛犕′４｝犾犿 ＝犈
狑犾
狑犿

ζ
ｄξｄηｄζ．

（Ａ４）

例如，要计算原质量矩阵犕１，可以利用关系式，犕１ ＝

犑犕′１．

　　为了计算方程（１３）中所有面上的积分，我们引

入如下四面体所有面上质量矩阵．下面叙述的整体

思路可参考ＤｕｍｂｓｅｒａｎｄＫｓｅｒ（２００６），我们下文

仅摘录关乎编程的重要细节加以阐述．为此，我们原

封不动引用ＤｕｍｂｓｅｒａｎｄＫｓｅｒ（２００６）文中的表１

和表２（对应本文中表Ａ１和表Ａ２），分别代表四面

体四个面的顺序以及在进行面积分的时候参变量对

应的取值，四面体的四个面我们不妨记作犉１、犉２、犉２

和犉４，对应的参考单元上的面分别记作犈１、犈２、犈３

和犈４．方程（１３）中出现了两个面积分项，其中第一

项是Ω犻∩Ω犼

狑
犻

犾狑
犻

犾′ｄ犛，第二项是Ω犻∩Ω犼

狑犼犾狑
犻

犾′ｄ犛，下面

我们分别来进行处理．先看第一项Ω犻∩Ω犼

狑
犻

犾狑
犻

犾′ｄ犛，

此项包含四种情况，即犉
１

狑
犻

犾狑
犻

犾′ｄ犛、犉
２

狑
犻

犾狑
犻

犾′ｄ犛、

犉
３

狑
犻

犾狑
犻

犾′ｄ犛和犉
４

狑
犻

犾狑
犻

犾′ｄ犛，对照图１和表 Ａ１，在

犉１、犉２、犉２ 和犉４ 上，有

犉
１

狑
犻

犾狑
犻

犾′ｄ犛＝２犛犉１犉^
狑犾（τ， ，０）狑犾′（τ， ，０）ｄ ｄτ，

犉
２

狑
犻

犾狑
犻

犾′ｄ犛＝２犛犉２犉^
狑犾（ ，０，τ）狑犾′（ ，０，τ）ｄ ｄτ，

犉
３

狑
犻

犾狑
犻

犾′ｄ犛＝２犛犉３犉^
狑犾（０，τ， ）狑犾′（０，τ， ）ｄ ｄτ，

犉
４

狑
犻

犾狑
犻

犾′ｄ犛＝２犛犉４犉^
狑犾（１－ －τ， ，τ）狑犾′（１－

－τ， ，τ）

０! ≤１－τ，０≤τ≤１， （Ａ５）

其中，犛犉犻 表示犉犻 的面积，犉^ 表示三角形区域

（ ，τ）０≤ ≤１－τ，０≤τ≤｛ ｝１ ．下面我们来

处理第二项Ω犻∩Ω犼

狑犼犾狑
犻

犾′ｄ犛上的积分，注意，这里的

犼代表的是与单元Ω犻相邻单元的编号．令犉＝Ω犻∩

Ω犼，Ω犻与Ω犼 相交的面有几种情况，根据表Ａ１规定

的面的顺序，犉 在Ω犻 中有可能等于犉１、犉２、犉３ 或

犉４，在Ω犼中有可能等于犉１′、犉２′、犉３′或犉４′（犉１′、犉２′、

犉３′或犉４′表示按照表 Ａ１规定的Ω犼 中四个面的顺

序）．现假设在Ω犻中有：犉＝犉犻，１≤犻≤４，在Ω犼

中有犉＝犉′犼，１≤犼≤４，则犉犻与犉′犼的连接根据顶

点对应的不同情形又可分为三种情况，Ｄｕｍｂｓｅｒ

ａｎｄＫｓｅｒ（２００６）在表Ａ２（ｂ）中引入参数犺表示这

三种情况，犺表示在犉犻中第一个顶点对应的犉′犼中顶

点的局部编号，１≤犺≤３．于是计算Ω犻∩Ω犼

狑犼犾狑
犻

犾′ｄ犛

总共需要考虑４×４×３＝４８种情形．在表Ａ２中简明地

表达了这４８种情形，例如，假如在Ω犻中犉＝犉１，在Ω犼

中犉＝犉′２，且犺＝３，则积分项Ω犻∩Ω犼

狑
犼
犾狑

犻

犾′ｄ犛的计

算表达式是

Ω犻∩Ω犼

狑
犼
犾狑

犻

犾′ｄ犛＝

　　２犛Ｆ犈
狑
犼
犾
（τ， ，０）狑

犻

犾′
（′，０，τ′）ｄ ｄτ，

　　 ′＝ ，τ′＝１－ －τ，

　　０≤ ≤１－τ，０≤τ≤１． （Ａ６）

　　至此，我们已将方程（１３）中所有积分矩阵的表

达式阐述完毕．对于四面体的四个面犉１、犉２、犉３ 和

犉４ 的外法向量狀１，狀２，狀３ 和狀４ 的计算，有如下公式，

　　
狀１ ＝犔１３×犔１２，狀２ ＝犔１２×犔１４，

狀３ ＝犔１４×犔１３，狀４ ＝犔２３×犔２４，
（Ａ７）

其中犔犻犼 表示以顶点犻为起点，犼为终点的向量．

表犃１　四面体单元所属四个面的定义顺序

（犇狌犿犫狊犲狉犪狀犱犓狊犲狉，２００６）

犜犪犫犾犲犃１　犉犪犮犲犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀狅狀狋犲狋狉犪犺犲犱狉狅狀狊

（犇狌犿犫狊犲狉犪狀犱犓狊犲狉，２００６）

Ｆａｃｅ Ｖｅｒｔｉｃｅｓ

１ １ ３ ２

２ １ ２ ４

３ １ ４ ３

４ ２ ３ ４

１９８
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表犃２　（犪）三维坐标轴ξ，η，和ζ与面积分用到的参变量

和τ之间的对应关系；（犫）对于不同的犺，在Ω犻 中的参变量

和τ与相邻单元Ω犼 中参变量 ′和τ′的对应关系（犇狌犿犫狊犲狉犪狀犱

犓狊犲狉，２００６）

犜犪犫犾犲犃２　（犪）犚犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲狋犺狉犲犲犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾

犮狅狅狉犱犻狀犪狋犲犪狓犲狊ξ，η，犪狀犱ζ犪狀犱狋犺犲犳犪犮犲狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊 犪狀犱

τ狌狊犲犱犻狀狋犺犲犪狉犲犪犻狀狋犲犵狉犪犾狊；（犫）犚犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀

狋犺犲犳犪犮犲狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊 犪狀犱τ犻狀狋犺犲狋犲狋狉犪犺犲犱狉狅狀Ω犻犪狀犱

狋犺犲犳犪犮犲狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊′犪狀犱τ′犻狀狋犺犲犪犱犼犪犮犲狀狋

狋犲狋狉犪犺犲犱狉狅狀Ω犼（犇狌犿犫狊犲狉犪狀犱犓狊犲狉，２００６）

Ｆａｃｅ １ ２ ３ ４

ξ τ ０ １τ

η ０ τ

ζ ０ τ τ

（ａ）

犺 １ ２ ３

′ τ １τ

τ′ τ １τ

（ｂ）

犚犲犳犲狉犲狀犮犲狊
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